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HOOFSTUK I. 
I 

I 

INLEIDING. 
I 
I 

1.1 Inleiding en opsomming •. I 

Veronderstel x en y is twee onafhanklike 

met m en n grade van vryheid respektiewelik. 

x 2 ~veranderllikes 
Die volgendle 

verdelings is nou geen onbekendes in die statistiek nie: 

Die verdeling van 

u = x/(x+y) j 

is 'n beta van die eerste soort en die verdelingsfunksie Jord 

gegee deur 

~1 (u; m/2 , n/2) = r((m+n)/2)/(r(m/2)f(n/2.))um/2 - 1 (1-u)n/2 -1, · 

O<u<l. 

Die verdeling van 

v = x/y 

is 'n beta van die tweede soort en die verdelingsfunksie word 

gegee deur. 

~ 2 (v ; m/2 , n/2) = f((m+n)/2)/(r(m/2)I'(n/2))vm/2 -l(l+v)-(m+n)/2, 

V)O. 

Indien y egter·verdeel is soos 'n nie-sentrale x2 met nie­

sentrale parameter A, dan word die verdelingsfunksie van u en 

v respektiewelik gegee deur 

~ 1 (u ; m/2 , n/2 , A/2) = r((m+n)/2)/(f(m/2)I'(n/2)) e -A./2 

en 

um/2 -1(1-u)n/2 -llFl((m+n)/2 ; 

n/2 ; A(l-U)/2), O<u<l, 

~ 2 (v ; m/2 , n/2 , A./2) = r((m+n)/2)/(f(m/2)f(n/2)) e-A./2 

vm/2 -l(l+v)-(m+n)/21Fl((m+n)/2 ; 

n/2 ; A.(l+v)-1/2), v)O. 

Indien x in plaas van y verdeel is soos 'n nie-sentrale 

x2 met nie-sentr~le parameter A., dan word die verdelingsfunk-

.. 
sies respektiewelik/ • • • 
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sies respektiewelik gegee deur 

f31 (u ; m/2 , n/2 , 'A/2) = I'((m+n)/2)/(r(m/2)I'(n/2)) e-A./2 

um/2 -1(1-u)n/2 -11 Fl ((m+n)/2 ; 

n/2 ; 'Au/2), O<u<l, 

en 

~2 (v ; m/2 , n/2 , 'A/2) = f((m+n)/2)/(r(m/2)r(n/2)) e-X/2 

vm/2 .-1( l+v)-(m+n)/21 Fl ( (m+n)/2 ; 

n/2 ; 'Av(l+v)-1/2), v)O. 

Met die ontwikkeling van die meerverand.erlike statistiese 

analises het in uitbreiding van hierdie verdelings na die meer-

veranderlike noodwendig gevolg. Die Wishart~verdeling is ge-

definieer as die plaasvervanger van die x2-verdeling in die 

meerveranderlike statistiek. So is die statistieke 

en 

gedefinieer as die meerveranderlike analo~ van u en v respek­

tiewelik, waar A en B twee onafhanklike Wishart ... veranderlikes 

is van orde p met m en n grade van vryheid respektiewelik. 

Die verdeling van L is reeds deur Hsu (1939) ondersoek. Uit 

die werk van Andersen (1958) en Khatri (1959) het dit geblyk 

dat die verdeling van L 'n meerveranderlike beta van die 

eerste soort is. Die verdeling van V is deur Olkin en Rubin 

(1964) afgelei en is 'n meerveranderlike beta van die tweede 

soort. Kshirsagar (1961) het die nie-sentrale verdeling van 

L gedefinieer, maar slegs in die line~re geval, dit is in-

dien die matriks van nie-sentrale parameters g van rang een 

is. Laasgenoemde verdeling volg deur A of Bas 'n nie-sentrale 

Wishart-veranderlike te beskou met nie~sentrale parameter Q 

van rang een. Die nie-sentrale verdeling van V is deur 

Troskie (1966) afgelei en ook slegs in die line~re geval. 

Hierdie nie-sentrale verdelings staan bekend as die nie-sen-

trale meerver2.nderlike/ ~ .... 
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trale meerveranderlike beta-verdelings van rang een. 

Die nie-sentrale verdelings is veral belangrik in die 

opsig dat die nie-sentrale verdelings van sommige van die vol-

gende toetsingsgroothede daaruit herlei kan word: 

(i) 11-11 - Wilks se kriterium of die aanneemlikheids­

verhoudings kriterium (Wilks (1932)). 

(ii) 11 - Roy se grootste-karakteristieke-wortel krite-

rium (Roy (1945))~ 11 is die grootste karakteristieke 

wortel van L. 

(iii) SpL(I-1)-l en spL - Pillai se kriteria (Pillai 

( 19 5 5 ) ' ( 19 60 ) ) • 

Hierdie toetsingsgroothede e.a. bestaan as alternatiewes vir 

die toets van verskeie hipotesese in meerveranderlike· regres­

sie-analises en variansie-analises (sien Anderson (1958)). 

In hoofstuk 2 word die verdeling van 1 ondersoek indien 

Q van rang rg> is. Asimptotiese verdelings vir lr-11 en 11\ 

word afgelei en waardes van die onderskeidingsvermoe-funksie 

van Wilks se kri terium is .bereken en getabuleer. Van hierdie 

resultate is reeds aangebied vir publikasie (de Waal). Die 

eksakte verdeling van 11 word gedefinieer en die momente van 

spL word gevind. Dit word ook aangetoon dat indien r<p die 

verdeling van 1 geskrywe kan word as die produk van onafhank-

like beta-verdelings van die eerste soort vermenigvuld1g met · 

'n nie-sentrale meerveranderlike beta-verdeling van die eerste 

soort en van volle rang. 

In hoofstuk 3 word die verdeling van V indien Q van 

rang rg> is, ondersoek. Eksakte verdelings vir spV en 
-1 spV word afgelei en dit word aangetoon dat die verdeling 

van V geskrywe kan word as die produk van onafhanklike beta-

verdelings van die tweede soort vermenigvuldig met 'n nie­

sentrale mee1veranderlike beta-verdeling van die tweede soort 'X 
I 

en van volle rang. Van hierdie resultate is ook reeds aan-

gebied vir/ ••• 
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gebied vir publikasie (de Waal (b)). 

Gepaard met die ontwikkeling van die meerveranderlike 

beta-verdelings het gegaan die ontwikkeling van die meerver­

anderlike dirichlet-verdelings. 

Veronderstel x. (j=l,---,q) is onafhanklike x2-verander­
J 

2 likes met mj grade van vryheid respektiewelik. Laat y 'n x -
Y6~~nderlike wees en onafhanklik van xj met n grade van vry­

heid, dan is u1 , u2 , --, uq' 

)-1 u. = x.(L.X. + y , 
J J J J 

I 
~ 

gesamentlik verdeel soos 'n dirichlet-verdeling van die eerste 

soort met verdelingsfunksie 

D 1 (u1 ,-~,uq ;m1/2,--,mq/2, n/2) 

= r( (tn+n)/2 )/ ( f( n/2) \rr(m ./2)) \r u. (mj/2 )-:1(1-i: .u. )n/2 -1 
J J JJ JJ ' 

O<uj<l, 1-LjUj >0, m=Ljmj. 

Die gesamentlike verdeling van v1 , v2 ; --; vq, 

v. = x./y, 
J J 

is weer 'n dirichlet van die tweede soort en die verdelings-

fuksie word gegee deur 

D2(v1 ,--vq ;m1/2,--Jmq/2~ n/2) 

= r((m+n)/2)/(!(n/2)~1 I .r(m./2))\T.v.<mj/2)-l(l+i:.v.)-(m+n)/2 , 
. J J JJ JJ 

v j>O. 

Indien y egter verdeel is soos 'n nie-sentrale x2 word die 

ooreenkomstige nie-sentrale ve~delings verkry. 

In die meeveranderlike statistiek is die statistieke 

L. = (L.A.+B)-l/2A.(L.A.+B)-l/2 
J J J J J J 

en 

as die meerveranderlike analoe van uj en vj respektiewelik 

gedefinieer/ . . . 
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gedefinieer waar Aj (j=l,--,q) en B onafhanklike Wishart-ver­

anderlikes is van orde p met mj en n grade van vryheid respek­

tiewelik. Olkin en Rubin (1964) het die gesa~entlike verde-

ling van 11 , 12 , --, 1q afgelei as 'n meerveranderlike dirich­

let-verdeling van die eerste soort. Die gesamentlike verde­

ling van v1 , v2, --, Vq is deur Troskie (1966) gedefinieer as: 

'n meerveranderlike dirichlet-verdeling van die tweede soort. 

Troskie (1967} het daarna die nie-sentrale meerveranderlike 

dirichlet-verdelings van die eerste en tweede soort afgelei 

in die line~re geval, d.i. deur Bas 'n nie-sentrale Wishart~ 

veranderlike te beskou met ni~-sentrale parameter g van rang 

een. 

In hoofstuk 4 word die nie-sentrale meerveranderlike di-

richlet-verdelings van die eerste en tweede soort van rang r~ 

afgelei asook die asimptotiese verdeling van\ I l1jl. Die ek-

sakte verdeling van LjspVj word ook gedefinieer~ 

In hoofstukke 5-7 word die komplekse analoe van die werk 

in hoofstukke 2-4 beskou. 

In hoofstuk 8 word die asimptotiese verdelings van \RI 
en \r ... RI afgelei asook die eksakte verdeling van r 1

2 , die 

grootste wortel van R, waar R die algemene meervoudige kor-

relasie matriks is soos gedefinieer deur Khatri (1964) •. 

Die verdelings word ook afgelei indien R 'n komplekse veran-

derlike is. 

A-.,.ngesien hipergeometriese funksies van ma triks argument 

en sonale-polinome deurgaans in hierdie studie gobrt1.ik word, sal 

dit kortliks in 1.2 gedefinieer word met sommige van hulle 

eienskappe in die reele en komplekse gevalle. In 1.3 word 

die sentrale en nie-sentrale Wishart-verdelings gegee asook 

'n paar belangrike integrale wat daaruit volg en waarna dik­

wels verwys word. 

Dit dien net daarop gewys te word dat deurgaans in hier-

die studie/ ••• 



-6-

die studie die volgende definisie vir A1/ 2 gebruik sal word: 

A1/ 2 = T met A = TT' 

sodanig·dat T 'n onderdriehoekige matriks is met diagonaal­

elemente positief (sien Olkin en Rubin (1964)). Verder woid 

van die veronderstelling ui tgegaan dat A1/ 2BA1/ 2 = A1/
2

B(A
1/

2
) •·• 

1.2 Hipergeometriese funksies en sonale-polinomeJ 

Re·eel. 
\ 

Die hipergeometriese funksie van matriks ar.<roment word 

in die algemeen gedefinieer as (Constantin0 (1963)) 

1.2.1 

CD = Ek=OEK(al)K •• (ar)K CK(S)/(bl)K •• (bq)Kk~ 

waar S 'n rcele simmetriese ma triks van orde p is. 

en (a)K .. = a(a + l) ... (a + K. - 1). 
-i l . 

Indien die gamma-funksie 

bestaan, kan (a)K ook geskrywe word as 

1.2.2 (a)v = r (a,K)/r (a) 
r, p p 

waar 

1.2.3 I -p 
r (a,K) = Tip(p-l) 4 11. 1r(a + K. + (1-i)/2) p l= l 

en r (a) = r (a,O). p p . 

'n opsplitsing van k in nie meer as p komponente nie sodanig 

dat E.K. = k. 
l l 

Vir elke opsplitsing K van k bestaan daar 'n sonale-poli-

noom CK(S) (James (196l)(a)) wat 'n homogene simmetriese poli­

noom in die elemente van S is podanig dat 

1.2.4 

Die volgende eienskappe is van belang: 

... 
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1.2.6 k CK(aS) =a CK(S) (a 'n skalar) 

1.2.7 f o(p)CK(PHSH')d(H) = CK(P)CK(S)/CK(Ip) 

waar H 'n ortogonale matriks is en d(H) die invariante Haar­

maat is oor die ortogonale groep O(p), genormaliseer sodat 

die maa t oor die he le groep een is. Indien die eers te r·y ele-

mente van H positief is, word die normaliserende-konstante 

gegee deur (James (1954)) 

1.2.8 (l/2P).f 0(p)d(H) = nP2/2/rp(p/2)~ 
Deur van 1.2.7 gebruik te maak, volg dat (James (1964)) 

= F (a1 ,--,a : b1 ,--,bq ,· P,S) r q r , 

Eksplisiete vor~s vir CK(S) is slegs bekend indien 

(i) S = I {Constantine (1963)), (ii) p = 2 (James (1964)), p 

(ii) K slegs uit een komponent bestaan, d.i. K=(k,O,--,O)=(k) 

(Rubin (1962)). Tabelle is bekikbaar (James (1964) en James 

en Parkhurst) vir die berekening van CK(S) vir k=l(l)ll, 

Indien S van rang r~p is~ bestaan 1 n ortogonale matriks 

C sodanig dat 

CSC' = ( Sr 0 \ 

\ 0 0) 

waar Sr(rxr) van rang r is. 

nou (James (196l)(b)) 

1.2.10 

Die sonale-polinoom CK(S) word 

CK( s) ={ 0 Ki> rf.o 

CK( S ) K. > =0 . r 1 r 

K is nou 'n opsplitsij]g van k in nie.meer as r komponente nie. 

'n Spcsiale vorm van 1.2.1 is (James (1964)) 

1.2.11 

Kompleks. 

Indien die argument S van die hipergeometriese funksie 

as Hermities beskou word, d.i. S=Si waar S die toegevoegde 

van Sis/ .•• 
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van S is, word die hipergeometriese funksie gedefinieer as 

(James ( 1964)) 

1,.2.12 rFq(a1 ,--,ar ; b1 ,--, bq ; S) 

= ~k=O~K[al]K ••• [ar]K CK(S)/[bl]K ••• [bq]Kkt 

waar S = SR + iS 1 • 

n~re deel. 

R dui die reeele deel aan en I die imagi-

1.2.13 

of 

1.2.14 = r (a,K)/r (a) p p 

indien die ~amma-funksie bestaan. 

1.2.15 r (a,K) = np(p-l)/2~1 I. lr(a+l-i+K.) 
p l= l 

f (a) = r (a,O) p p 

'K = (K1 ,--,KP) is 'n opsplitsing van k in nie meer as p kompo-

nente nie. 

matriks S. 

CK(S) is die sonale-polinoom van die Hermitiese 

Die eienskappe 1.2.5 en 1.2.6 geld ook in hierdie 

geval terwyl die eienskap 1.2.7 nou is 

waar U 'n unit~re-matriks is, d.i. UU'= Ip' en d(U) die in­

variante Haar-maat is oor die unit~re-groep U(p) genormaliseer 

sodat die totale maat een is. Die normaliserende-konstant 

word in hierdic geval 

1.2.18 np(p-})/fp(p). 

Deur van l._2.17 gebruik te maak, volg dat (James (1964)) 

1.2.19 f u(p) rFq(a1 ,--,ar ; b1 ,--,bq ; PUSU' )d(U) 

= rFq(a1 ,--,ar ; b1 ,--,bq ; P,S). 

Indien die rang van S gelyk is aan r~, dan soos vir die 

geval 1.2.10 kan CK(S) geskrywe word as 

1.2.20 CK(S) = CK(Sr) 

waar K nou 'n opsplitsing van k in nie meer as r komponente is 

nie en 

CSC'= I ... 
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CSC' =(S o)· c 'n unit~re-matriks. r . ' 

0 0 

'rt Spesiale vorm van 1.2.13 is (James (1964)) 

1.3 Die Wishart-verdeling. 

Re'eel. 

(i) Sentrale Wishart. 

Indien X(pxm) 'n matriks-veranderlike is waarvan die ko-

lomme onafhanklik normaal verdeel is met gemiddelde nul en ko­

variansie matriks L, d.i. N(O,L), dan word die verdeling van 

A=XX' gegee deur (Anderson (1958)) 

1~3.1 w(A; L,m) = [rp(m/2)12L\m/2J-1esp(-E-1A/2)\A\(m-p-l)/2, 

A>O. 

Dit is A is verdeel soos 'n Wishart-verdeling met m grade van 

vryheid en word geskrywe as AV"'W(E,m). 

1.3.2 f esp( -2=-l A/2) \A I ( m-p-l) / 2 dA 
A>O 

= r (m/2)\2r.lm/2 • p 

(ii) Nie-sentrale Wishart. 

Dit volg dus dat 

Indien X(pxm) 'n matriks-veranderlike is waarvan die ko­

lomme onafhanklik normaal verdeel is met E(X) = M en kovarian-

sie matriks L:, dan word die verdeling van A=XX' gegee deur 

(Constantine (1963)) 

1.3.3 W(A ; E,m,Q) = W(A ; L:,m)esp(~Q/2) 0F1(m/2 ; QL:-1A/4), 

A>O, 

A is dus verdeel soos 'n nie-sentrale Wish-

art met m grade van vryheid en nie-sentrale parameter Q. 

Dit word geskrywe' as AV'"'W(L:,m,Q). 'n Integraal wat uit hier-

die verdeling volg en deur Constantine (1963) bewys is, is 

f ( )I l (m-p-1)/2 ( ) 1.3.4 A>Oesp -RA A ·· . CK TA dA 

( I ) I ·1.-m/ 2 ( -1 )' = r m 2,K R CK· TR • p ~ 

Kompleks/ ••• 
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Kompleks. 

(i) Sentrale Wishart. 

Indien Z(pxm) = X + iY 'n kopplekse verq,nderlike is 

waarvan die kolomme van Z onafhanklik normaal (kom-pleks) ver­

deel is met gemiddelde nul en kovario.nsie matriks E = 1: 1 , d.i. 

CN(O,L), dan word die verdeling van A=ZZ 1 gegee deur 

(Goodman ( 1963)) 

1 .• 3.5 CW(A; E,m) = [fp(m)\L\mJ-1esp(-E-1A)\A\m-p, A=A'>O .. 

Dit is die komplekse Wishart-verdeling met m grade van vryheid. 

Met andere woorde AV"\CW( L ,m). Uit hierdie verdeling volg die 

volgende integraal: 

(ii) Nie-sentrale Wishart. 

Indien ZV""ICN(M,E), word die verdeling van A=ZZ' gegee 

deur (James (1964)) 

1.3.7 CW(A ; E,m,Q) = CW(A ; L,m)es~(-Q) 0F1 (m ; GL~1A) 

waar Q = L:-1MM' die nie-sentrale parameter is, d.i. 

A"""CW(L,m,G). Die volgende integraal volg nou: 

1.3.8 JA=A'> 0esp(-L:-1A)\A\m-p CK(QL:-1A) dA 

= rp(m,K)\L:\m CK(G). 



A. Rec31e veranderlikes. 

HOOFSTUK II. 

DIE NIE-SENTRALE MEERVERANDERLIKE BETA-VERDELING VAN DIE EER­

STE SOORT. 

2.1 Inleiding. 

Die verdeling van 1 = (A+B)~112A(A+B)-l/2 word in hier-

die hoofstuk ondersoek in die volgende gevalle: 

( i ) Arv W ( L:, m) en Brv W ( l:, n, G) 

( i i ) Arv W ( L: , m, G ) en :B--v W (l: ; n ) 
t 

(iii) A,..,., W(l::1 ,m) en BrvW( L:2 ,n) 

In 2.2 word die verdeling van 1 gedefinieer in elk van die drie 

gevalle en waar die nie-sentrale parameter G as van rang r<p 

beskou word" Asimptotiese verdelings vir 111 en 11-1\ word 

in 2.3 gegee en in 2.4 word die verdeling van die grootste ka• 
( 

rakteristieke wortel van 1 afgelei. In 2.5 word aangetoon 

dat indien r<p die verdelings van 11\, 11-1\ en 1 geskrywe kan 

word as die produk van onafhanklike beta-verdelings van die eer-

ste soort. Laasgenoemde word slegs aangetoon vir geval (i) 

aangesien in geval (ii) die metode soortgelyk is. 

Jakobiane wat nie bewys word nie kan gevind word in Deemer 

en Olkin (1951) en Olkin en Rubin (1964). 

2.2 Die verdeling van 1. 

Stelling.2.2.1. 

Indien A'"'-1 W(L.,m) en ~W(L.,n,G), G van rang p, word die 

verdelingsfunksie van 1 gegee deur 

m/2,n/2,G/2) = [r (m/2)r (n/2)l2r.l(m+n)/2J-1 
p p 

esp(-G/2)IL\(m-p-l)/2 \I-L\(n-p-l)/2J esp(-r.-1T/2) 
T>O 

\T\(m+n-p-l)/20Fl(n/2; GL:-1Tl/2(I-L)Tl/2/4)dT, 

O<L<I. 

Bewys/ ••• 
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Bewys. 

Stel 1 = T-l/2AT-l/2 T · A+B . d'e a tl'k . , = , in i ges men 1 e ver-

deling van A en B. Die jakobiaan van die transformasie is 

J(A,B ~ L,T) = \T\(p+l)/2 • Integreer na T en die stelling is 

bewys. Met verwysing na die werk van Trdskie (1966) is 2.2.1 

'n nie-sentrale meerveranderlike beta-verdeling van die eerste 

soort van volle rang. 

Alhoewel die verdeling van 1 nie in 'n eksplisiete vorm 

geskryf kan word nie, kan die h-de momente van 11\ en \I-L\ 

gevind word deur gebruik te maak van die integraal (Constan-

tine (1963)) 

2.;.2 J1 
\1\a-(p+l)/211-1\b-(p+l)/2 C (R(I-1)) dL 

0 K 

~ r (a)r (b,K)CK(R)/r (r+b,K) 
p p . p 

en die integraal 1.3.4 respektiewelik. 

Dit is 

2.2.3 E\L\h = r (m/2 +h)/(r (m/2)1 ((m+n)/2 +h)\2L\(m+n)/2 ) 
p ' p . p 

esp(-9/2)f T>
0

esp(-L-1T/2)\T\(m+n-p-l)/2 

0
F

1
((m+n)/2 +h ; 0L-1T/4)dT 

= rp(m/2 +h)fp((m+n)/2)/(rp(m/2)fp((m+n)/2 +h)) 

esp(-G/2) 1F1((m+n)/2 ; (m+n)/2 +h ; 9/2). 

Soortgelyk is 

2.2.4 EII-Llh = r (n/2 +h)f ((m+n)/2)/(r (n/2)r ((m+n)/2 +h)) p p p p 

esp(-Q/2) 2F2((m+n)/2 1 n/2 +h ; n/2,(m+n)/2 +h ; 

G/2). 

Indien Q = 0 volg uit 2.2.1 deur gebruik te maak van 1.3.2, 

die sentrale verdeling van L 

~1 (L ; m/2,n/2) = r ((m+n)/2)/(r (m/2)f (n/2))\1l(m-p-l)/2 
p p p 

\I-L\(n-p-l)/2, O<L<I •. 

Om die/ . . . 



Om die verdeling van 1 te definieer indien Q van rang r<p 

is, moet die verdelings van A en B in hulle kanoniese vorm 

beskou word. Aangesien 'n nie-singuliere matriks F sodanig 

bestaan dat (Anderson (1958)) F~F' =I en FMM'F' = Q (@ diago-

naal), kan die verdeling van B in sy kanoniese vorm geskrywe 

word onder die transformasie FBF' = B, naamlik Bt"vW(I,n,Q). 

Laasgenoemde B is nie dieselfde as eersgenoemde nie en Q is 

nou 'n diagonaal matriks. Voer dieselfde transformasie op A 

uit, naamlik FAF' =A, dan is ArvW(I,m). Die verdeling van 

1 is nie invariant ten opsigte van hierdie transformasies nie 

terwyl \1\ wel is. 

Afleiding 2. 2 ._l 

Die volgende afleiding kan nou bewys word. 

Indien ArvW(I,m) en Btv\IJ(I,n,G), 9 diagonaal en van rang 

r<p, word die verdelingsfunksie van 1 gegee deur 

2.2.5 ~1(1 ; m/2,n/2,G /2) = r ((m+n)/2)/(r (m/2)f (n/2) r p p p 

r ((m+n)/2)\2I \Cm+n)/2 )esp(-Q /2)\1\(m-p-l)/2 
r r r 

\ I-1\ (n-p-l)/2J esp(-T. /2) IT \ (m+n-r;...1)/2 
T11 >0 11 11 

OFl(n/2 ;t@rTlll/2(I-Lll)Tlll/2)dTll 

waar Gr van orde r is. 

Bewys. 

Laat ~=I en G diagonaal wees in 2.2.1, dan is die verde-

ling van 1 

[r (m/2)f (n/2)\2I \(m+n)/2J-1esp(-G/2)\L\(m-p-l)/2 
p p p 

\I-L\(n-p-l)/2J esp(-T/2)\T\(m+n-p-1)/2 
T>O . 

0
F

1
(n/2 .; GT1/ 2(I-L)T1/ 2/4)dT. 

Aangesien G van rang r is, is Q == (Gr 0) waar Gr van orde r 

0 0 

is. 1aat T = (T11 0 ) en 1 =(111 112) 

T21 T22 -1 21 1 22 

sodanig dat T11 en 

11] van/ -o• 
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L11 van orde r is. Aangesien T onderdriehoekig is, is T1/ 2 

onderdriehoekig en wel van die vorm 

Die argument van die hipergeometriese funksie in 2.2.6 kan der­

halwe geskrywe word as 

2 2 8 nrl/2(l-L)Tl/2 _ n T l/2(l-L )T 1/2 O 
• • " -{ t::1 r 11 11 11 ) 

. 0 0 

Deur gebruik te maak van 1.2.10, d.i. 

kan die verdelingsfunksie van 1 geskrywe word as 

2.2.10 rr (m/2)I' (n/2)\21 \(m+n)/2J-1 esp(-·G /2)\L\(m-p-l)/2 
- P p P r 

I I-1 I ( n-p-l )/2J esp(-T/2) \ T \ (m+n-p-l )/2 
T>O 

OFl(n/2 ; GrTlll/2(1-Lll)Tlll/2/4)dT. 

Aangesien 

2.2.11 f T>Oesp(-T/2)\T\(m+n-p-l)/2 dT12dT 22 

= r ( (m+n)/2) I 21 I (m+n)/2 /(r ( (m+n)/2) I 21 I (m+n)/2) 
p 1 p r r 

IT \(m+n-r-l)/2esp(-T /2) 
11 11 ' 

volg die afleiding. Die integraal 2.2.11 volg uit die eien-

skap dat die diagonaal-elemente van 1 n Wishart-veranderlike 

weer Wishart is (Anderson (1958)). 

2.2.5 is 'n nie-sentrale meerveranderlike beta-verdeling 

van die eerste soort van rang r. 

Indien r=l word 2.2.5 

--------------------------------------
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2.2.12 ~1(1 ; m/2,n/2,Ql/2) = r ((m+n)/2)/(r (m/2)I' (n/2) p p p 

f((m+n)/2)2(m+n)/2) e-91/211\(m-p-l)/2 

lr-L\(n-p-1)/2 f e-tll/2 tll(m+n-2)/2 
t11>0 

OFl(n/2 ;tQltll(l-lll))dtll 

= r ((m+n)/2)/(r (m/2)I' (n/2)) p p p 

-Q /21 I (m-p-1)/21 I (n-p-1)/? e 1 L I-1 

Hierdie verdeling is dj.e nie-sentrale meerveranderlike beta · 

van die eerste soort 1:1 die lineere geval soos afgelei deur 

Kshirsagar (1961). 

Die h-de momente van 111 en \r-11 in die geval r<p kan 

uit 2.2.5 herlei word, rr~ar dit kan sondermeer uit 2.2.3 en 

2o2.4 respektiewelik soos volg gevind word: As g van rang 

r is, bestaan 'n ortogonale matriks C sodanig dat 

CGC 
1 = (Gr 0) 

0 0 • 

Die momente is invaria;:1t ten opsigte van so 'n ortogonale 

transformasie. Deur van 1.2.10 gebruik te maak, volg dus 
0 

2.2.13 EILlh = r (m/2 +h)f ((m+n)/2)/(r (m/2)f ((m+n)/2 +h)) p p . p p 

en 

Stelling 2.2.2 

Indien ArvW(L 1 m,G) en B"-'W(L,n), 9 van rang p, word die 

verdelingsfunksie van L gegee deur 
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2. 2. l 5 ~1 (1; m/2,n/2,Q/2) = [rp(m/2)rp(n/2)\2E\(m+.n)/2]-l 

esp(-G/2)11\(m-p-l)/2 \r-1l(n-p-l)/2 f 
T>O 

esp(-E-1T/2)ITl(m+n-p-l)/2
0

F
1

(m/2 ;~E-1 T1/21T1/2 ) 

Bewys. 

Die bewys is dieselfde as die van stelling 2.2.1. 

Deur gebruik te maak van die integrale (sien 2.2.2) 

2.2.16 f~ \1\b-(p+l)/2 11-1\a-(p+l)/2 CK(RL) dL 

= r (b,K)r (a)CK(R)/r (b+a,K) p p ~ p 

en 1.3.4 respektiewelik, volg uit 2.2.15 dat 

dT. 

2.2.17 E\1lh = r (m/2 +h)r ((m+n)/2)/(r (m/2)r ((m+n)/2 +h)) p p p p 

esp(-.Q/2) 2F2((m-i-n)/2,m/2 +h ; m/2,(m+n)/2 +h ; 

G/2) 

en 

2.2.18 E\I-1\h = r (n/2 +h)f ((m+n)/2)/(r (n/2)r ((m+n)/2 +h)) p p p p 

esp(-9/2)1F1 ((m+n)/2 ; (m+n)/2 +h ; Q/2). 

Indien ArvW(I 7 m7 0) en B"VW(I,n), Q diagonaal en van rang 

r<p, word die verdeling van 1 

2.2.19 ~1(1 ; m/2.n/2,9 /2) = r ((m+n)/2)/(r (m/2)f (n/2) . r p p p 

r ((m+n)/2)\2I \(m+n)/2 ) esp(-Q /2)11\(m-p-l)/2 
r r r 

Bewyr:~ 

Die bewys is dieselfde as die van afleiding 2.2.1~ 

Uit 2.2ol7 en 2.2el8 volg nou sondermeer dat 
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2.2.20 r (m/2 +h)f ((m+n)/2)/(r (m/2)f ((m+n)/2 +h)) p p p p 

esp(-Gr/2) 2F2((m+n)/2,m/2 +h ; m/2,(m+n)/2 +h ; 

G /2) r 

en 

2.2.21 r (n/2 +h)r ((n+n)/2)/(r (n/2)r (ln+n)/2 +h)) p p p p 

indien Q van rang r is. 

Stelling 2.2.3 

Indien A.--v\'J('f. 1 ,m) en B""\./W('f.2 7 n) word die verdelingsfunk-

sie van L gegee ceur 

2.2.22 f(L) = [r:;/m/2)rp(n/2)!2r. 1 \ml2 \2r. 2 \n/2J-1 \1\(m-p-l)/2 

\I-L\(n-p-1)/2 JT>Oesp(-Ea-lT/2)\T\(m+n-p-1)/2 

F ( Tl/2(r -l ~ -l)T1121l2)dT Q 0' - _,_ ~1 -L.. 2 I ~ 

Bewys_. 

Die gesamentlike ve~_'del::.ng2funlc:3ie 7an A en B word gegee 

deur 

2 • 2. 23 [r P(m/2 )rp ( n/2) l 2>.:1 1m/2 \ 2r.2 I n/2]-1 \A I (m--p-1 )/21 B\ ( n-p-1 )/2 

esp(-(r.~-1A+'f.2-1 B)/2). 

Onder di~ substitusio L = T-/2AT-l/2 , T = A+B, kan die ek-

sponent-teTm geskrywe 11101~d as 

esp(-('f.1-1A+'f.2-1B)/2) 

= esp(-('f.1-1Tl/2LT1/2 + 'f.2-1Tl/2(I-L)Tl/2)/2) 

= esp(-(T1/ 2(r.1-1-'f.2-1 )T1/ 2L + E2-1 T)/2) 

= esp(-'f.2-1T/2) oFo(-T1/ 2(r.1-1-r.2-1 )T1121/2). 

Integrasie na T in die gesamentlike verdeling van L en T 

lewer die stelling. Hierdie verdeling word oak geklassifi-

seer as 'n nie-sentrale meerveranderlike beta-verdeling van 

die eerste/ ·~" 
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die eerste soort. 

Die h-de momente vart 111 en Ir-LI indien 1 verdeel is soos 

in 2.2.22, kan gevirtd word deur gebruik te maak van 2.2.16 en 

1.3:4 ~espektiewelik. Derhalwe is 

2.2.24 El1lh = rp((m+n)/2)I'P(m/2 +h)/(rp(m/2)f P((m+n)/2 +h)) 

I E1 -ll:2 lm/2 
2F1 ( (m+n)/2,m/2 +h ; (m+n)/2 +h ; 

en 

2.2.25 Elr-1lh = rp((m+n)/2)I'P(n/2 +h)/(I'P(ri/2)I'P((m+n)/2 +h)) 

IL:1-1L:2lm/
2

2F1 (m/2,(m+n)/2; (m+n)/2 +h; I--l:1-1L:2) 

Indien h=O in enige van bogenoemde momente volg die re-

sultaat soos gegee deur James (1964) 

1F0(m/2 ; I-S) = ls1-m/2• 

2.3 Asimptotiese verdelings vir 111 en lr-11. 

Die volgende benaderings-prosedure sal gebruik word 

(Box (1949}, Anderson (1958)): 

Beskou 'n funksie g met voorskrif 

g( t) = ( px/TTq PX:·.)-2itp n·'p (rrQ (. . ) 2.3.1 c x h=lxh h · I j=l 11h=lr pxh(l-21t + 

~h+ v . ) /r ( px ( 1-2 it ) + ~+ v . + y . ) ) 
J J J 

waar C 'n konstante is sodanig dat g(O) = 1, p 'n gekose kon­

stant, l:hxh=x, ~h=(l-p)xh, ~=(1-p)x en i=(-1) 112• 

Deur gebruik te maak van die benadering 

logr(x+h) = logV(2n) + (x+h-l/2)logx - x - l:~=~(-l)rBr+l(h)/ 

r(r+l)xr) + R 1(x) m+ 

waar R 1(x) = O(x-(m+l)) en B (h) die r-de graads Bernoulli-po-rn+ r 

linoom/ ••• 
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1 . . l) k d. f k . k f d 1noom is , an ie un s1e g ges ry wor as 

2.3.2 g(t) = (l-2it)-f/2(1 .t T1(t) + T2(t) + -- + R) 

R is 'n resterm wat willekeurig klein gemaak kan word. 

2.3.3 f = L~ 
1
((q-l)(l-2V.) + 2y.) 

J= J J 

2.3.4 T1(t) = w1((1-2it)-l - 1), 

2.3.5 wr = (-l)r+l/(r(r+l)pr) L~=l(L~=lBr+l(~h+vj)/xhr -

B 1(B+v.+y.)/xr). 
r+ J J 

Deur gebruik te maak van die uitdrukking vir B2(h) volg 

2.3.6 w
1 

= (l/2p)(L.((Lh!h_ 1 )(v.
2-v.+l/6) - (v. 2+2y.v.-y.)/x) 

J x x J J J J J J 

- (1-p)f). 

2.3.1 is 'n meer algemene vorm waaruit volg dat as q=l 

2.3.7 g(t) = cfTR 1 (r(px(l-2it)+~+v.)/r(px(l-2it)+~+v.+y.)). J= J J J 

2.3.2 bly dieselfde, maar nou is 

2.3.8 

2.3.9 

f = 2L.y. en 
J J 

w
1 

= (-l/2p)(L.(v. 2+2y.v.-y.)/x + (1-p)f) 
J J J J J 

Die volgende stellings kan nou bewys word. 

Stelling 2.3.1 

1) 

Die 

Indien A--vW(L,m) en BrvW(L,n,G), Q van rang p, dan word 

O(x-(m+l)) beteken dat \xm+lR 
1
(x)\ begrens is as \x\7m. m+ 

eerste drie Bernoulli-polinome is (B0(h)=l) 

B1(h) = h - 1/2 

B2(h) = h2 - h + 1/6 

B3( h) = h3 - 3h2/2 + 3h. 

die asimptotiese-/ •• 
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die asimptotiese verdeling van 111 gegee deur 

waar a=pm, p=J+(n-p-l)/2m, fk = np+2k, 

w1k = (-1/ p)( ( 1-p+n/m)k + O: jKj 
2 

- l:jKj j )/m) en 

P(k) = esp(-9/2)(sp9/2)k/kl • 

Bewys. 

Stel W = l1lm/2 en M = -2logW. Die karakteristieke-

funksie van pM kan nou in 'n vorm geskrywe word wat 2.3.7 be-

vat deur gebruik te maak van 2.2.3, d.i. 

2. 3 .11 cJ> pM ( t ) = E \ 1 1-i t pm 

= rp(m(l-2itp)/2)rp((m+n)/2)/(rp(m/2) 

rp(m(l-2itp)/2 + n/2)) esp(-9/2) 

1F1((m+n)/2 ; m(l-2itp)/2 + n/2 ; G/2) 

= esp(-G/2)L:k-OL:K[f ((m+n)/2,K)f (m(l-2itp)/2)/ - . p p 

Die term in vierkante-hakies is van die vorm 2.3.7 indien van 

die meerveranderlike gamma-uitdrukking (1.2.3) gebruik gemaak 

word met x = n/2, v. = (1-j)/2 en y. = n/2 +K .• 
J J J 

Deur gebruik 

te maak van 2.3.2 kan 2.3.11 geskrywe word as 

2.3.12 $(t) = esp(-G/2)l:kl:K(l-2it)-fk/2(1 + T1k(t) +--+ Rk) 

CK(G/2)/k! 

waar k die k-de term aandui. Volgens 2.3.8 en 2.3.9 respek-

tiewelik volg 

2.3.13 fk = np + 2k 

en 2.3.14/ ••• 
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en 

2.3.14 w1k = (-l/2p)((l-p)fk + n(p(n-p-1)/2 +2k)/m + 2(EjK~ -

l:jKjj)/m). 

Dit blyk dus dat fk onafhanklik van K is. Deur van 2.3.4 ge­

bruik te maak en die eienskap 

(1.2.4) 

is 

2.3.15 ~(t) = Ek=O(l-2it)-fk/2P(k) + esp(-G/2)EkEKwlk 

((l-2it)-(fk+2)/2-(1-2it)-fk/2 )c (G/2)/~! + O(m- 2 ) 
K 

waar P(k) = esp(-G/2)(spG/2)k. 

Deur nou die inverse van $(t) te neem (sien Anderson (1958) 

bls. 206), volg die verdeling van pM, d.i. 

Die waarde van p kan gevind word deur in 2.3ol4 w10=0 te stel 

en vir pop te los. Dus 

2o3.17 p = 1 + (n-p-l)/2m. 

2.3.16 word nou 

2.3.18 P( pM~z)-= P(-aloglLl~z) ·= EkP(x~ ~z)P(k) + esp(-G/2) 
k 

2 2 ' 2 
l:kl:Kwlk(P(xfk+~~z)-P(xfk~z))CK(G/2)/kl + O(m- ) 

waar a = pm = m+(n-p-·1)/2 en 

2.3.19 w1k = (-1/p)((l-p+n/m)k + (EjK~-EjKjj)/m). 

Dit bewys die stelling. 

Indien 9=0 word 2.3.10 

P(-alog\Ll~z) = P(x~ ~z) + O(m- 2 ), 
0 

maar in Anderson (1958) is die verdeling afgelei met resterm 
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O(m-6 ), naamlik 

II 
2 2 2 ;2 2.3.20 P(-alog L <z) = P(xf ~z) + o2(P(xf +4~z)-P(xf ~z)) a + 
0 0 0 

waar 
o2 = np(p2 + n2 - 5)/48 

o
4 

= 02
2/2 + np(3p4 + 3n4 + 10p2n2 - 50p

2 
- 50n

2 
+ 159)/1920 

In plaas van w10=0 te neem, kan, s@ w1d=0 geneem word in 

'n poging om die tweede term in 2o3.16 nul of klein te maak. 

'T12..'T2_> --)'T >O, - p-

d in nie meer as p komponente wees nie. 

los op vir p, d.i. 

'n opsplitsing van 

2.3.21 p = 1 +(n/(m(np+2d»)(p(n-p~l)/2 +2d) + 2(E.r.
2
-E.r.j)/ 

' J J J J 

(m(np+2d)), 

w1k kan nou geskrywe word as 

2.3.22 wlk = (-1/p)((l-p+n/m)(k-d) + (E.K.
2
-E.r.

2
-E.K.j+ 

J J J J J J 

E.r.j)/m~ 
J J 

Indien d=O reduseer 2.3,21 en 2.3o22 na 2.3.17 en 2.3.19 respek-

tiewelik. Indien die waarde van d gevind kan word, wat baie 

moeilik blyk te wees 7 l:an 2"3 .10 geskrywe word as 

waar a=pm en p gedefinieer is in 2, 3. 21 o 

Afleiding 2.3.l 

Indien A"VW(E,m) era BrvW(E;n,G), G van rang r<p, word 

die asimptotiese verdeling van IL\ gegee deur 

2.3.24 P(-alog\L\~z) = Ek=QP(x~k~z)P(k) + esp(-8r/2)EkEKwlk 

( P ( X ~ k + 2~ z ) ·-P ( X ~ k ~z ) ) CK (Gr/ 2) /k i.~· + o ( m-
2

) 

d . I waaT ie1 "~" 
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waar die parameters gedefinieer is in stelling 2.3.1. K is 

nou 'n opsplitsing van k in nie meer as r komponente hie en 

Qr is van orde r. 

Bewys. 

Aangesien G van rang r<p is, 

triks C sodanig dat CGC' =(Gr 0). 
0 0 

bestaan 'n ortogonale ma-

Deur van 1.2.10 gebruik 

te maak
1
volg die afleiding sondermeer uit 2.3.10. 

Alternatiewe bewys. 

2.3.24 kan ook bewys word ~~t 2.2.13 deur W = \L\m/
2 

en 

M = -2logW te stel. Die karakteristieke-funksie van pM kan 

dus geskrywe word 

2o3.25 $(t) = r (m(l-2itp)/2)f ((m+n)/2)/(r (m/2) r r r 

rr(m(l-2itp)/2 +n/2)) esp(-Gr/2)1F1((m+n)/2 ; 

-p 
m(l-2itp)/2 .L.n/2 ; G /2) \ \. 1r((m+n+l-j)/2) r J=r+ 

r(m(l-2itp)/2 +(1-j)/2)/(f((m+l-j)/2) 

f(m(l-2itp)/2 +n/2 +(1-j)/2)) 

= $l(t) ¢2(t) 

waar 

2.3.26 ¢l(t) = rr(m(l-2itp)/2)fr((m+n)/2)/(rr(m/2) 

lr(m(l-2itp)/2 +n/2)) esp(-Gr/2)1F1((m+n)/2 • 
1 

m(l-2itp)/2 +n/2 ; G /2) r 

en 

2.3.27 ¢2(t) = \ \j=r+lr((m+n+l-j)/2)f(m(l-2itp)/2 +(1-j)/2)/ 

(f((m+l-j)/2)f(m(l-2itp)/2 +n/2 +(1-j)/2)). 

¢1(t) is dieselfde as 2.3.11 behalwe dat p nou r is. Dus 

volgens 2.3.12 is 

.. ·• 
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1 ~ 

= esp(-Gr/2)L:kl:K(l-2it)-fk/2(l+T~k(t))CK(Qr/2)/ki 2.3.28 

+ O(m- 2 ) 

waar 

f~ = nr + 2k, Tlk(t) = w}_k((l-2it)-
1
-l) en 

w1 = (-l/2p)((l-p)fk1 + n(r(n-r-1)/2 +2k)/m + 2(~~K. 2-L:~K.J")/m) lk .. J J J J 

$2(t) kan ook in die vorm 2.3.7 geskrywe word met x = m/2, 

v. = (1-j)/2 en y. = n/2. Dus volgens 2.3.2 is 
J J 

2.3.29 ~ 2 (t) = (1-2it)-fr2
c1 + T~(t)) + o(m-

2
) 

waar 

f 2 = n(p-r), T~(t) = wi((l-2it)-
1
-l) en 

w~ = (-l/2p)((l-p)f2 + 2(n2(p-r)/4 -(p-r)(r+l+p)n/4)/m) 

Deur nou gebruik te maak van 2.3.28 en 2o3.29 kan 2.3.25 ge.:. 

skrywe word as 

2.3.30 ~(t) = esp(-Gr/2)l:kl:K(l-2it)-fk/
2

(1 + T1k(t)) 

CK(Qr/2)/k~ + O(m-
2

) 

waar 

2.3.31 fk = fk + f
2 

= np + 2k. 

T
1
k(t) = T}_k(t) + Ti(t) = w1k((l-2it)-

1
-l) en 

2.3.33 wlk = (,\)lk + wr ·- (-l/2p)((l-p)fk + n(p(n-p-1)/2 +2k)/m 

+ 2(l:~K. 2-L:~K.j)/m). 
J J J J 

Neem die inverse van 2.3.30 en dieafleiding volg. Vergelyk 

die resultaat 2.3.30 met 2.3.12. 

Spesiale aandag is gegee aan afleiding 2.3.1 indien r=l, 

d.i. die lineere geval. Tabelle is naamlik bereken waaruit 

die akkuraatheid van die benadering getoets word aan die hand 

van eksakte waardes. 

Die onderskeidingsvermoe van die \1\-toets. 

Laat r=l in 2.3.24. Laat G
1 

= A (skalar). Aangesien 
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CK(A/2) = (A/2)k 1 kan 2.3.24 geskrywe word as 

2.3.33 P(-alogl1l~z) = I:k=OP(x~k~z)P(k) + l:k=O(P(x~k+ 2~z)-

P(x~ ~z) )w1kP(k) + O(m-
2

) 
k 

waar P(k) = eks(-A/2)(A/2)k/k~, fk = np + 2k, 

w1k = (-1/p)((l-p+n/m)k + (k2-k)/m), p = 1 + (n-p-l)/2m 

en a = pm. 

Veronderstel die hipotese Ho : A = 0 met alternatief 

H1 : A ~ O. 2.3.33 is dus die verdeling van -aloglLl onder 
i.;.io 

H1 terwyl 2.3.30 die verdeling van -aloglL\ onder Ho is. 

Indien die waarskynlikheid van die tipe I-fout 

P(I) = P(-alog\L\/Ho~z) = .05 
- ex 

gestel word, dan is waardes van die onderskeidingsvermoe-

funksie ~. 05 = 1 - P(II), 
.... 

P(II) = P(-alogl1\/H1 ·izO'), bereken en getabuleer. 

Tabelle 2). 

Voorgaande netodes is gebruik vir die opstel van die vol-

gende tabelle, Tabel 1 gee die boonste 5% waardes van -alog\LI, 

bereken volgens 2.3.30 vir p=2,3,4, n=4(2)12 en m=50,l00,200, 

INF (INF is vir berekeningsdoeleindes verteenwoordig deur 999). 

Tabel 2 gee die waardes van die onderskeidingsvermoe-funksie 

bcreken volgens 2.3.33 vir dieselfde waardes van p, n en m 

~n A=2,6,10,16,28 en 40. Tabel 3 gee 'n vergelyking van die 

eksakte waardes van ~. 05 (Roy (1965)) met die benaderde waar­

des vir p=2, n=lO en m=50, 100 en INF. Tabel 4 gee 'n ver-

2) Die skrywer wens graag sy dank te betuig aan die Uni-

versiteit van die Oranje Vrystaat vir finansiele hulp verleen 

vir die berekenings en Mnr. L. J.C. Bootha vir die program-

mering van die materiaal. 

gelyking/ ••• 



gelyking van die eksakte waardes, x2-benadering, gamma-be­

nadering en d~e Jacobi-reeks benadering (Roy (1965)) vir p=2, 

n=4 en m=50, 100. 

Uit tabel 3 blyk dat die benadering goed is en volgens 

tabel 4 blyk die benadering selfs beter te wees as die ander 

benaderings vir A=lO. 

Tabel 1. 

EC'ONSTE 5% WAARDES VAN -aLOGILI MET p VEHANDERLIKES EN m EN n 

\_ GRADE VAN VRYHEID. 

p = 2 

n 4 6 8 10 12 ·-----·-- __ , ____ -· 
m 

50 15. 517707 21.055036 '26 .358241 31.520915 36.591834 
100 15.510485 21.033507 26.312565 31.439794 36.462897 
200 15. 508650 21.027942 26.300528 31.417964 36.427542 

INF 15. 508061 21.026134 26.296546 31.410698 36. 415596 

p = 3 

n 4 6 8 10 12 ---m 
50 21.043612 28 .914605 36.507109 43.933948 51. 253 291 

100 21.030440 28.880808 36.438911 43.815423 51.066769 
200 21.0272-55 28.872182 36. 421585 43.783938 51.016214 
INF 210026097 28.869388 34Al5334 43. 773473 50.999246 

p = 4 

n 4 6 8 10 12 
m 

50 26.326168 36.482469 46.323383 55.977935 65.512777 
100 260303734 36.432046 46.227379 55.81"5837 65.261580 
200 26.298209 36.419350 46. 202668 r:;5. 773217 65.194250 
INF 26.296451 36.41'5260 46.194614 55.759164 65.171826 
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Tabel 2. 

CHI-KWADRAAT BENADERING VIR DIE ONDERSKEIDINGSVERMOe VAN DIE 

11\-TOETS IN DIE LINE~RE GEVAL MET p VERANDERLIKES, NIE-SEN­

TRALE PARAMETER "A EN m EN n GRADE VAN VRYHEID. 

p = 2 
n=4 "A ') 6 l_Q ______ 16 28 40 

m 

50 0.11963 0.31120 0.52011 0.76949 0.96921 0.99758 
100 .121J38 .3340i • 5r::;3g9 .79941 .97619 .99829 
200 ~12822 • 34540 .. 57079 .81437 .97968 .• 99864 
INF .13047 .35451 .58431 .82636 .98248 .99892 

n=6 
50 .10196 .24811 .42326 .67010 .93530 .99259 

100 .10771 .27236 .46389 471421 .95071 v.99485 
200 .11052 .28452 .48434 .73643 .95846 • 99 599 
INF .11274 • 29425 .50077 .75430 .96470 .99691 

n=8 
50 009141 .20843 • 3 5551 • 58633 .89362 .98388 

100 ~09736 .23342 .40046 .64219 .91967 .98897 
200 .10022 • 24596 .42318 .67041) .. 93 280 .99152 
INF .10243 .25600 .44147 • 69328 .94340 • 993 57 

n=lO 
50 .08409 .18078 n 30 527 .51581 .• 84 71 7 _,. 97115 

100 .09039 .20631 . 3 5316 .58131 .88525 • 980,1-5 

200 .09335 .21912 .37744 .61456 .90446 .98510 
INF .09559 .22934 • 39701 .64148 .92002 .98887 

n=l2 
50 .07849 .16012 . 2663 5 .45599 .79809 .9S437 

100 .08526 .. 18617 .31641 .52947 .84905 .96935 
200 .08837 .19921 .34184 .56686 .87471 .97680 

INF .09066 .20957 .36233 .S9718 .89555 .98283 
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p = 3 
n=4 A. 2 6 lQ 16 28 40 

m 

50 0.10288 0.25047 0.42615 0.67231 0.93575 0.99263 
100 .10819 • 273 7 8 .46577 .71580 • 9 5111 ~· 99fi90 
200 .11077 .28528 .48539 • 7373 5 .95870 • 99603 
INF .11278 .29441 .50099 • 75451 .96475 .99691 

n=6 

50 .08928 .19838 .33567 .5'i665 .873 51 .97851 
100 .09443 .22141 . 37921 .61470 • 904·i1 .98533 
200 .09688 • 23 281 .40090 .64366 .91979 ,.98872 
INF .09878 .24187 .4-1822 .66684 .93211 • 9914-3 

n=8 
50 .08115 .16707 .27701 .46841- .80470 • 560 55 

100 .08645 .18978 .32224 .53647 .85273 • 97025 
200 .08890 .20102 .34486 • 57058 .87671 .97 7 29 
INF .09076 ' • 20993 • 3 629 5 • 59796 .89 '598 .98294 

. n=lO 
50 .07540 .145 7 3 • 23 567 .3997r:; • 73491 • 92604 

100 .• 08106 .16834 .28174 .47475 .80015 • 9 '5019 
200 .08361 .17949 .30483 • 51250 .83275 '. 9621•1: 
INF .08547 .18827 .32329 • 54 287 .8'5902 .97175 

n=l2 
50 .07088 .1299 5 .20475 • 34500 .66716 .88974 

100 .07707 .15267 .2'5134 • 42505 .74892 • 9 2606 
200 .07977 .16381 .274'71 .46544 .78976 • 94 394 
INF 008168 .17252 ~ 293 3 6 .49796 .82273 .9 5833 
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p = 4 
n=4 A. 2 6 

m 
10 ___ 16 28 _4.Q_ 

50 0.09308 0.21263 0.36097 0.59103 0.89488 0.98404 
100 ,.09820 • 23 596 .40411 • 64572 .92083 .• 98914 
200 .10063 .24733 c42523 .67253 • 933 52 .99163 
INF .102s1 .25629 .44192 • 693 7 4 ~ 94 3 58 • 993 60 

n=6 
50 .08191 .16886 .27948 .47089 .80562 .95622 

100 .08681 .19085 .32391 .53838 .85365 .9704-5 
200 .08907 • 20159 • 3·l580 .5 7 171 .87730 .97743 
INF .09079 • 21005 • 3 6316 .59822 .89612 .98297 

n=8 
50 .,07514 .14317 .22925 .38604 .71572 ~·91576 

100 .08020 .16.f 31 ~27349 .46070 • 78528 .94332 
200 .08246 .17460 "29 538 .,49777 .81965 .95683 
INF ~08412 .18267 .31273 • 5273 5 .84711 .96761 

n=lO 

50 007025 .12578 .19489 • 323 55 .63148 .86598 
100 .07571 .14654 • 23869 • 4023 6 .72049 .• 90992 
~00 .. 07807 .15658 .26038 .44164 .76455 .93142 
INF .07974 .16439 .27755 A7302 .79984 .94861 

n=l2 
50 .06631 .11288 .16963 .27S 7 8 .55500 ~81010 

100 .07236 .133 63 .21306 • 3 5707 .,fi6104 .87244 
200 ~0748E3 .14 3 59 .• 234 57 • )9772 • 713 55 .90280 
INF .07659 .1 '1124 .2i:;15,1 .43020 .7S568 • 9 2710 
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Tabel 3. 

VERGELYKING VAN EKSAKTE WAARDES EN CHI-KWADRAAT BENADERING 

VAN DIE ONDERSKEIDINGSVERMOe-FUNKSIE VAN 111 VIR p=2 EN n=lO. 

m 50 100 INF --·-----
Exact x Exact 2 Exact x2 ., 

'A 
___,, 

2 0.0874 0.0841 0.0913 0.0904 0.0961 0.0956 
6 .1910 .1808 . 2092 .2063 • 2319 .2293 

10' .3208 .3053 .3574 . 3532 .4019 .3970 
16 .5257 . 5158 • 58'3 r-j . 5f-313 .6483 .6415 
28 .8283 .8472 .8797 .8853 .9240 .9200 
40 .9545 .9712 • 9765 .. 9805 .9B28 .9889 

Tabel 4 

VERGELYKING VAN EKSAKTE WAARDES, CHI-KWADRAAT BENADERING, 

GAMMA-BENADERING EN JACOBI-REEKS BENADPRING VAN DIE ONDERSF.EI-

DINGSVERMOe-FUNKSIE VAN 111 VIR p=2 EN n=4. 

m=50 Exact x2 Gamma Jacobi 
'A 

2 0.1209 0.1196 0.1212 0.1201 
10 .5225 .5201 .5033 .5017 

m=lOO 
2 .121J7 .1254 .1261 .1244 

10 .5545 .5539 nt::i469 • 5388 

Stelling 2.3.2 

Indien A'"VW(~,m) en B-vW(~,n,G), Q van rang p, dan 

word die asimptotiese verdeling van \I-L\ gegee deur 

2.3.34 P(-alog\I-1\~z) = P(x;~z) + O(n-
2

) 

waar a=n+(m-p-1)/2 + 2d/p, d = sp(G/2) en f =mp. 

Bewys. 

Stel V = lr-1ln/2 en M = -2logV. Die karakteristieke 

funksie van pM word dan volgens 2.2.4 gegee deur 
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2o3.35 ~(t) = E\I-Ll-itpn 

= esp(-9/2)LkLK[rp((m+n)/2,K)f P(n(l-2itp)/2,K)/ 

r (n/2~K)f (n(l-2itp)/2 +m/2,K)]CK(Q/2)/kl. p p . 

Die term in v:.erkant.e hakies is van die vorm 2.3. 7 met x = m/2, 

vj = (1-j)/2 +Kj en yj = m/2. Dus 

2~3~36 f =mp 

2o3.37 w:k = (-l/2p)(m(mp-p2+4k-p)/2n + (1-p)f) 

Vis~ w
1

d = 0 (d enige heelgetal) en los op vir p, d.i. 

2~3~38 p = 1 + 2d/np + (m-p-1)/2n. 

tJjlk kan derhalwe geskrywe word as 

2o3~39 w1k = m(d-k)/a, a = np. 

Aangesien f onafhanklik is van k en w1k onafhanklik is van K, 

kan 2.3o35 geskrywe word, deur gebruik te maak van 2.3.2 en 

1*2.4, as 

$(t) = esp(-G/2)LkLK(l-2it)-f/2(1 + T1k(t))CK(9/2)/;1 + O(n-
2

) 

= (l-2it)-f/2 + esp(-G/2)((1-2it)-(f+2)/2-(l-2it)-f/2 ) 

w1kcK(Q/2)/kl + O(n-
2

) 

waar w1k gegee word in 2.3.39n 
/ k 

Maar Lkk(sp(Q/2)) = sp(Q/2) 

en dus kan die karakteristieke funksie geskrywe word as 

. 2.3o40 $(t) = (l-2it)-f/2 + ((l-2it)-(f+2)/2-(l-2it)-f/2 ) 

m(d-sp(Q/2))/a + O(n-2). 

Stel d=sp(G/2) en die tweede term is nul. Maak gebruik van 

die inverse-stelling en die stelling is bewys. 

Aangesien d 'n heelgetal moet wees, meet ~aarop gelet 

word dat sp(G/2) 'n heelgetal moet wees indien enige bereke-

nings gemaak word. In die praktyk sal Q gewoonlik onbekend 
A 

wees en moet dus deur sy beramer, s~ e, vervang word waarvan 
A 

sp(G/2) nie noodwendig 'n heelgetal gaan wees nie. Die 

tweede term/ 
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tweede term in 2.3.40 sal dus net klein gemaak kan word indien 
,. 

d gelyk aan die naaste heelgetal aan sp(G/2) geneem word. 

Indien 9 van rang r<p is, is dit duidelik na analogie 

van die bewys van afleiding 2.3.1 dat 2.3.34 dieselfde bly be­

halwe dat d = sp(9r/2) en in die besonder as g van rang een 

is, d.i. 91 = A, dan is d = A/2. 

Stelling 2.3.3 

Indien A--vW(L,m,9) en B"'vW(L,n), Q van rang p, dan word 

die asimptotiese verdeling van 111 gegee deur 

2.3.41 P(-aloglL\~z)= P(x~~z) + O(m-
2

) 

waar a = n + 2d/p + (n-p-1)/2, d = sp(G/2) en f = np. 

Bewys. 

Stel W = 11\m/2 en M = -2logW. Volgens 2.2.17 word die 

karakteristieke funksie van pM gegee deur 

2.3o42 cD(t) = esp(-9/2)2:kl:K[r ((m+n)/2,K)I (m(l-2itp)/2,K)/ 
~ p p 

r (m/2,K)f (m(l-2itp)/2 +n/2,K)]CK(G/2)/kl. p p . 

Dit is van die vorm 2.3 35 met x = m/2, vj = Y.j + (1-j)/2, 

y. = n/2. Deur dus m en n net om te ruil in stelling 2.3.2, 
J 

volg die stelling. 

Stelling 2-3 .. 4 

Indien A""-'W(L:,m,9), G van rang p, en B""'W(L:,n) word die 

asimptotiese verdeling van \I-L\ gegee deur 

2.3.43 P(-alog\I-L\~z) = EkP(x~ ~z)P(k) + esp(-G/2)Lkl:K 
k 

(P(x;k+2~z)-P(x;k~z))w1kcK(G/2)/kl + O(n-
2
), 

waar a = np, p = 1 + (m-p-l)/2n, fk =mp + 2k, P(k) =esp(Q/2) 

(spG/2)k/k~ en w1k = (-1/p)((l-p+m/n)k + (LjKj
2
-L:jKjj)/m). 

Bewys/ ••• 
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Bewys. 

Stel V = lr-1ln/2 en M = -2logV. Volgens 2.2.18 word 

die karakteristieke funksie van pM gegee deur 

2.3.44 ¢(t) = esp(-Q/2)LkLK[r ((m+n)/2,K)1 (n(l-2itp)/2)/ . p p 

r (n/2)f (n(l-2itp)/2 +m/2,K)]CK(Q/2)/kL p p -

Dit is weer van dieselfde vorm as 2.3.11 met x = n/2, 

vj = (1-j)/2, yj = m/2 + Kj. Deur dus m en n om te ruil in 

stelling 2~3.1 volg die stalling. 

A~Jeiqing 2 e 3. 2 

Indien A"VW(L,m,Q), Q van rang r<p, en BrvW(E,n) dan 

word die asimptotiese verdeling van Ir-LI gegee deur 

2.3.45 P(-aloglr-1\~z,) = EkP(x~k~z)P(k) + esp(-Qr/2)EkEK 

(P(x~k+ 2~z)-P(x~k~z))w1kcY(Qr/2)/kl + O(n-
2

) 

waar die parameters gedefinieer is in stelling 2.3.4 met 

P(k) = esp(-G /2)(spG /2)k/k~ • r r 

Bewys. 

Soortgelyk as die bewys vir afleiding 2.3.l. 

Indien A"'-'W( E1 ,m) en B......,W( E:", n) word die asimptotiese 

verdeling van 111 gegee deur 

waar a = mp, p = 1 + (n-p-l)/2m, f = np en 

w1k = (-l/2p)(n(np-p2+4k-p)/2m + (1-p)f) 

Bewys. 

Stel W = l1lm/2 en M = -2logW. Volgens 2.2.4 word die 

karakteristieke funksie van pM gegee deur 

2.3~47 ¢(t)/ ~H 



Die term 

x = m/2, 
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fp(m(l-2itp)/2,K)/rp(m/2,K)fp(m(l-2itp)/2 +n/2,K)J 

CK( I-2:1 -l2:2 )/kl. 

tussen vierkante-hakies is van die vorm 2.3.7 met 

v. = K. + (1-j)/2 en y. = n/2. Dus 
J J J 

2.3.48 2 w1k = (-/2p)(n(np-p +4k-p)/2m + (1-p)f) 

en f = np. Deur van 2.3.2 gebruik te maak, kan ~(t) geskrywe 

word o..s 

2.3.49 Q(t) = !2:1-ll:2!m/2(1-2it)-f/2l:k2:K(o/2)KCK(I-2:1-ll:2)/k~ 

+ l2:1-ll:2\m/2((1-2it)-(f+2)/2_(1-2it)-f/2)2:kl:K 

(m/2)KCK(I-l:1-l2:2)/k~ + O(m-2). 

As gebruik gr -=tak word van 1.2.11 en dan die inverse van 2.3 49 

geneem word, word die stelling verkry. 

Dit sou interessant wees ss die waarde van 

bokend was. aangesien die tweede term in 2.3.46 nul gemaak 

kan word op 1 n soortgelyke metode as in stelling 2.3.2, maar 

hierdie waarde kon nog nie gevind word nie. 

Stelling 2.3.6 

Indien Al"\.JW(2:1,m) en BryW(l:2,n) word die asimptotiese ver­

deling van lr-11 gegee deur 

2.3.50 P(-aloglr-1l~z) = !L:1-12:2lm/2 tk2:KP(x~k~z)(m/2)K 

CK(I-2:1-12:2)/kt + l2:1-l2:21m/2Ekl:K(m/2)Kwlk 

( P(x ~k +2~z )-P( x ~k ~z) )CK( I-l.:1 -
1

2:2 )/k ~ + 0( n-
2

) 

\·;.::i..ar a = pn, p = 1 + (m-p-1 )/2n, fk = mp + 2k en 

w1k = (-1/p)((l-p+m/n)k + (2: .K. 2-l: .K.j)/n). 
J J J J 

Bewys/ .... 
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Bewys. 

Die karakteristieke funksie van -~-log II-LI word volgens 

2.2.25 gegee deur 

2.3.51 $(t) = IL1-lL2lm/2LkLK(m/2)K[rp((m+n)/2,K) 

f p(n(l-2itp)/2)/rp(n(l-2itp)/2 +m/2,K)fp(n/2)] 

CK( I-L1 -lL2) /kl. 

Die term tussen vierkante hakies is van die vorm 2.3.7 met 

x = n/2, v. = (1-j)/2, y. = m/2 + K.. Derhalwe is fk = mp+2k 
J J J 

(-l/2p)((l-p)fk + m(p(m-p-1)/2 +2k)/n + 2(E.K~-LjK.j)/n). 
J J j 

Die waarde van p word gevind deur w10 = 0 te stel en vir p op 

te los. Deur weer die term tussen vierkante hakies met 2.3.? 

te vervang en die inverse te neem, volg die stelling. 

2.4 Die verdeling van die grootste karakteristieke wortel 

van L. 

In hierdie paragraaf sal eerstens die gesamentlike verde-

ling van die karakteristieke wortels 11 , 12 , --, lp' 

1>11>1 2>-->lp>O, van 1 afgelei word wat reeds in sommige ge-

valle bekend is. Hier word die verdelings egter uit die ver-

deling van 1 afgelei. Die verdeling van die grootste wortel 

sal dan ui t die gesamentl·ike· verdeling van die wortels afge-

lei word. 

Stelling 2.4~1 

Indien k"v WU: ,m) en B-...,W( L, n,Q), Q van rang p, dan word 

die gesamentlike verdelingsfunksie van die karakteristieke 

wortels van 1 gegee deur 

2.4.1 f( .6) 
2/2 = nP r ((m+n)/2)/(r (p/2)f (m/2)f (n/2)).esp(-G/2) p p p p 

l6l~m-p-l)/2 1I-6!(n-p-l)/2 a(~) 
p 

waar/ •.• 
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Bewys. 

-p 
= 11 . < . ( i. -1 . ) • 

1 J 1 J 

Daar bestaan 'n ortogonale matriks H sodanig dat 

H'LH = diag(l1 ,--,lp) = 6. 

Die jakobiaan van die transformasie word gegee deur (James 

( 19 54)) 

2.4.2 dL = ap(.6) d6 d(H). 

Onder die transformasie, saam met 1.2.B, kan die gesamentlike 

verdeling van die wortels van 1 uit 2.2.1 geskrywe word as 

f(6) = nP
2
12/(r (p/2)f (m/2)r· (n/2)12E\(m+n)/2 ) esp(-Q/2) p p p 

16\(m-p-l)/2 \I-6\(n-p-l)/2 a (6) f esp(-E-1T/2) 
p "T>O 

\Tl(m+n-p-l)/2 fo(p) OFl(n/2 ;~E-1 T1/2H(I-~)H 1 T1/2 )d(H)dT. 

Deur gebruik te maak van die eienskappe 1.2.5 en 1.2.9, kan 

die integraal na H geskrywe word as 

[ F ( /2 ~lGI:-lTl/2H(I-6)H 1 T1/2 )d(H) · 0( p) 0 1 n '4 

= 0F1 (n/2 ; GE-1T/4,I-6). 

Integrasie na T is nou uitvoerbaar volgens 1.3.4 en voltooi die 

bewys. Die verdeling 2.4.1 kan uit die verdeling wat deur 

Constantine (1963) afgelei is, hcrlei word. 

Afleiding 2 .4 .1 

Indien A~ W( I: 1 m) en B........,W( E, n, G), Q van rang r<p, word 

die gesamentlike verdelingsfunksie van die wortels van L gegee 

·deur 

2.4.3 f(.6) 
2/2 = nP r ((m+n)/2)/(r (p/2)f (m/2)f (n/2))esp(-Q /2) P p . p p r 

\6\(m-p-1)/2\r-~l(n-p-l)/2 ap(.6) EkI:K((m+n)/2)K 

waar K = (K1 ,--,Kr) 'n opsplitsing van k in nie meer as r 

komponente/ . ~ . 
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komponente is nie. 

Bewys. 

Aancesien G van rang r<p is, bestaan 'n ortogonale matriks 

C sodanig da t CGC' == (Gr 0) • 

0 0 

Deur hiervan en van 1.2.10 in 

2.4.1 gebruik te maak, volg die afleiding. 

Indien r==l, doi. die nie-sentrale parameter G1 == A is 

'n skalar, dan kan die sonale-polinOlJJ17 in 'n eksplisiete 

vorm geskrywe word. Die opsplitsing K == (k,O,--,O) == (k) be-

staan nou uit net een komponent en die verdeling word 

2.4 .. 4 f ( 6) ::: nP
2
12r ((m+n)/2)/(r (p/2)r (m/2)f (n/2)) e-A/2 

p p p p 

\6l(m-p-l)/21r-6l(n-p-l)/2 ap(6) Lk((m+n)/2)k 

(A/2)kc(k)(I-6)/(n/2)kc(k)(IP)k~ 

waar (Constantine (1963)) 

2.4.5 C(k)(Ip) = 22
kkt(p/2)k/(2k)L 

'n Eksplisiete uitdrukking vir C(k)(I-6) is gevind deur Rubin 

(1962) en word ook gegee in James (1964). 

Afleiding 2.4.1 kan ook op 'n omslagtige metode bewys 

word vanuit die verdeling van 1 soos gegee in 2.2.1 en sal nie 

hier gegee word nie. 

S telligg_2_0. 2 

Indien A"'--WO::,m) en B"W(L,n,G), G van rang p, word die 

verdelingsfunksie van die grootste karakteristieke wortel 1
1 

van 1 gegee deur 

2.4.6 f(ll) = r ((m+n)/2)1 ((p+l)/2)/(r (n/2)f ((m+p+l)/2)) p p p p 

esp(-G/2)LkLKLjLJLT~KL6 aT gT~J ll(mp/2 +t+j-1) 

Bewys/ .... 
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Bewys. 

Substitueer in 2.4.1 

en laat 

x. ··1 = 1./11, i=2,--,p, 
l- l 

X = diag(x1 ,x2 ,--,xp-1) 

X1 = diag(l,xl,--,xp-1). 

Die jakobiaan van die transformasie is 

J(6~ 1
1

,X) = 1
1
P-l. 

Onder die substitusie is 

\6\ = 11P!x\ 

\I-6!(n-p-l)/2 = 
1

F0((-n+p+l)/2 ; 6) 

= L:jl:J((-n+p+l)/2)JCJ(l1X1
) 

a (6) = 1 p(p-l)/21r-x\a (X) 
p 1 p-1 

CK(I-6) = L:Ts_KarCT(6) (James (1964)) 

= L:T5_KaTC'f(l1X1
) (a'f 'n konstante) 

Die gesamentlike verdeling van 11 en X is dus 

2.4.7 . f(l 1 ,x) = nP
2
12r ((m+n)/2)/(r (p/2)f (m/2)f (n/2)) p p p p 

esp(-G/2)1 mp/2 - 1 1xl(m-p-l)/2 1r-xla (X) 
1 p-1 

L:kl:KL:jl:JL:T5_Ka'f((m+n)/2)K((-n+p+l)/2)J 

CK(Q/2)C'f(l1X1 )CJ(l1X1 )/(n/2)KCK(Ip)ktjt, 

0<11<1, O<X<I. 

Deur gebruik te maak van 1.2.6 is die inte.re;raal na X 

Constantine (1966) gee egter die volgende verwantskap: 

2 .. 4 .. 9 C'f(X1 )CJ(X1
) = L:o g'f

0
Jco(X1

) 

' 
waar o 'n opsplitsing van t+j in nie meer as p komponente is 

nie/ • H 



-39-

6 nie (r is 'n opsplitsing van t). gr J is 'n konstante term 
' en is getabuleer deur Khatri en Pillai (1968) vir waardes van 

6 = 1(1)7. 

Na substitusie van 2.4.9 in 2.4.8 volg die integraal 

(Sugiyama (1967)) 

2.4.10 f~ lxl(m-p-l)/2 11-xlaP_1(x)c0(X1 )dX 

= (mp/2 +t+j)f P(p/2)f P(m/2,o)rp((p+l)/2)C0>IP)/ 

2;2 
TIP rp((m+p+l)/2,6). 

Derhalwe is 

2.4.11 J6 lxl(m-p-l)/ 2 11-xlap-l(X)Cr(X1 )CJ(X1 )dX 

= L~ g 6J(mp/2 +t+j)f (p/2)r (m/2,6)f ((p+l)/2)C~(I )/ 
u r, p p p u p 

2/2 
TIP rp((m+p+l)/2,6). 

Integrasie na X volgens hierdie integraal in die gesamentlike 

verdeling van 1
1 

en X (2.4.7) lewer die stelling. 

Uit 2.4.6 volg nou 

2.4.12 P(l1<z) = r ((m+n)/2)r ((p+l)/2)/(r (n/2)r ((m+p+l)/2)) - p p p p 

I ) 6 mp/2 +t+j 
esp(-.. G 2 LkLKl: jl: JLr~Kl:oargr ,Jz 

Die geval g van rang r<p kan sondermeer gevind word deur 

g te vervang deur gr· 

Stelling 2.4.3 

Indien A-vW(l:,m,g), g van rang p, en Bl'"'VW(l:,n) word 

die gesamentlike verdeling van die karakteristieke wortels 

van 1 gegee deur 

2.4.13 f(6)/ ••• 
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2.4.13 f( L\) 
2 

= nP 12r ((m+n)/2)/(r (p/2)r (n/2)r (m/2)) p p p p 

esp(-9/2) \L\I (m-p-l)/2 1 I-L\\ (n-p-l)/2o:p(6) 

Bewys. 

Deur 2.2.15 te beskou, is die bewys soortgelyk as die 

vir stelling 2.4.1. Hierdie verdeling is ook deur Constantine 

(1963) afgelei. 

Indien G van rang ~<P is, kan soortgelyk as in afleiding 

2.4.1 te werk gegaan word. 

Stelling 2.4,4 

Indien A""-'W(L,m,G), G van rang p, en B~W(L,n) word 

die verdeling van die grootste wortel 11 van 1 gegee deur 

2.4~14 f(l 1 ) = rp((m+n)/2)f P((p+l)/2)/(rp((m+p+l)/2)rp(n/2)) 

( I ) o mp/2 +k+j-1 
esp -G 2 LkLKLjLJLo gK,Jll 

Bewys. 

Onder dieselfde substitusie as in die bewys van stelling 

2n4.2 is CK(6) = 1 1kcK(X1 )~ Die gesamentlike verdeling van 

11 en X volg dus uit 2.4.13 as 
2 

f(l1 ,x) = nP 12r ((m+n)/2)/(r (p/2)r (m/2)r (n/2)) esp(-G/2) p p p p 

lxl(m-p-l)/211-xlo:p-l(X)LkLKLjLJllmp/2 +k+j-l 

((m+n)/2)K((-n+p+l)/2)JCK\9/2)CK(X1 )CJ(X1 )/((m/2)K 

Integreer na X volgens 2~4.11 en die stelling is bewys. 

Uit 2o4~14 volg nou dat 

2.4.15 I ... 
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2.4.15 P(l1~z) = fp((m+n)/2)fp((p+l)/2)/(fp((m+p+l)/2)fp(n/2)) 

( I ) o mp/2 +k+j(( )/ ) esp -G 2 2:~<::2:K2:j2:J2:o gK,J z m+n 2 K 

As Q van rang r<p is~ bly 2.4.15 dieselfde behalwe dat Q deur 

Gr vervang word en K dan slegs uit r komponente bestaan. 

In die bescnder as G van rang een is, d.i. G1 = A, word 2.4.15 

2o4.16 P(l1~z) = r ((m+n)/2)f ((p+l)/2)/~r ((m+p+l)/2)f (n/2)) p p p p 

- A/ 2 o mp/ 2 + k + j ( ( · ) / ) 
e 2:k2:j2:J2:o g(k),J z m+n 2 k 

((-n+p+l)/2)J(m/2) 0(A/2)kc0(Ip)/((m/2)k 

((m+p+l)/2) 0c(k)(IP)klj~). 

Indien G =0 7 d.i. die sentrale geval, word 2.4.15 

P(l1~z) = fp((m+n)/2)fp((p+l)/2)/(rp((m+p+l)/2)fp(n/2))2:j2:J 

zmp/2 +j((-n+p+l)/2)J(m/2)JCJ(Ip)/((m+p+l)/2)Jjt 

soos gegee deur Sugiyama (1967). 

Die verdeling van 11 is egter reeds deur Khatri en Pillai 

(1968) afgelei ih die nie-sentrale geval, maar in 'n veel 

meer gekompliseerde vorm as 2.4014. Bogenoemde skrywers het 

naamlik die volgende verdeling gedefinieer: 

f(l1 ) = 1(1/2)Tp( (m+n)/2)£,.i (p-t2)/2)/C£-1 (m+p+l)/2)fp(n/2)) 

f(m/2)f(p/2)) esp(-Q/2)1
1

mp/2 - 1 (1-1
1

)(n-p-l)/2 

((m-l)/2)oCK(G/2)C5(Ip-l)/(m/2)K((m+p+l)/2)oCK(Ip)k~jt 

waar/ ••• 
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waar bK,T 'n konstante is. Die sentrale verdeling in hier-

die geval is (Pillai (1967)(a)) 

= r(1/2)r ((m+n)/2)r 1((p+l)/2)/(r 1((m+p+l)/2)r (n/2) p p- p- p 

Stelling 2.4.5 

Indien A'"'-' W( 2::1 ,m) en B'"'-' W( 2::2, n) word die gesamen tlike 

verdelingsfunksie van die wortels van L gegee deur 

2 
2.4cl7 f(6) = nP / 2r ((m+n)/2)/(r (p/2)f (m/2)f (n/2)) p . p p p 

Bewys. 

Onder die ortogonale transformasie H'LH = 6 en deur ge-

bruik te maak van 1.2.8 en 1.2.9, volg uit 2.2.22 

f(6) = nP
2
12/(rp(p/2)fp(m/2)fp(n/2)12L:1 lm/2 122::2\n/2 )16\(m-p-l)/2 

lr-6\(n-p-l)/2ap(6) JT>Oesp(-2::2-lT/2)\Tl(m+n-p-l)/2 

Integrasie na T met behulp van 1~3.4 lewer die stelling. 

Stelling 2.4c6 

Indien A....._ W(2:: 1 ,m) en B"-W(L:2 ,n) word die verdelingsfunk-

sie van die grootste wortel van L gegee deur 

2.4.18 f(ll)/ ••• 
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f(l
1

) = r ((m+n)/2)r ((p+l)/2)/(r (n/2)! ((m+p+l)/2)) p p p p 

IE1-1E2\m/2E EE.Er g 6 1 mp/2 +k+j-l 
k K J J 6 K,J 1 

(mp/2 +k+j)((m+n)/2)K(m/2) 0((-n+p+l)/2)JC0(Ip) 

CK(I-E 1 -1E2)/((m+p+l)/2) 0CK(Ip)klj~. 

Die bewys is dieselfde as die bewys vir stelling 2.4.4. 

Uit 2.4.18 volg dus 

2.4.19 P(l 1~z) = rp((m+n)/2)rp((p+l)/2)/rp(n/2)f P((m+p+l)/2)) 

I -1 \m/2 6 mp/2 +k+j(( )/ ) E1 E2 EkEKEjEJEo gK,J z m+n 2 K 

en 

2.4.20 E(l1 )h = rp((m+n)/2)1p((p+l)/2)/(1p(n/2)fp((m+p+l)/2)) 

\E 1- 1E2\m/2EkEKEjEJEo gK~J (mp/2 +k+j)((m+n)/2)K 

(m/2) 0 ((-n+p+l)/2)JCK(I-E1-1Ea)C0(Ip)/(kljl 

(mp/2 +k+j+h)((m+p+l)/2) 0CK(Ip)) 

Indien E1 = E2 in 2.4~18 word die verdeling 

2.4.21 f(l 1 ) = rp((m+n)/2)rp((p+l)/2)/(rp(n/2)fp((m+p+l)/2)) 

EjEJllmp/2 +j-l(mp/2 +j)(m/2)J((-n+p+l)/2)J 

sooa gevind deur Sugiyama (1967). 

2.5 Die momente/ ••• 
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2.5 Die momente van spL en sp(I-1). 

Die volgende integrale spruit voort uit paragraaf 2.4, 

naamlik uit 2.4.1 

2.5.1 J6 \6l(m-p-l)/2 \I-6\(n-p-l)/2 ap(6) CK(I-6) d6 

2/2 = r (p/2)f (m/2)f (n/2,K)CK(I )/(nP 1 ((m+n)/2,K)) p p p . p p 

en uit 2.4,13 

2.5.2 J6 \6\(m-p-l)/2 \I-6l(n-p-l)/2 ap(6) CK(6) d6 

2/2 = r (p/2)1 (n/2)1 (m/2,K)/(nP r ((m+n)/2,K))CK(I ). p p p P· ~ p 

Hierdie integrale kan ook verkry word in Sugiyama (1966). 

Met behulp van hierdie integrale is dit nou moontlik om 

die verwagte waardes van sekere sonale-polinome te vind en 

veral die momente voortbrengende funksies van spL en sp(I-1). 

A~ngesien spL = sp6 en sp(I-1) = sp(I-6) sal die. oomente van 

sp6 en sp(I-6) gevind word. 

Stelling 2.5.1 

Indien A-vW(L:,m) en B""vW(L:,n,G), G van rang rg, dan word 

die momente voortbrengende funksie van sp(I-6) gedefinieer as 

Bewys. 

Volgens 2.4.3 kan die verwagte waarde van die sonale-poli­

noom CJ(I-6) geskrywe word as 
2 

nP 12r ((m+n)/2)/(r (p/2)1 (m/2)1 (n/2)) esp(-G /2) p p p p r 

L:kl:K((m+n)/2)KCK(Gr/2)/((n/2)KCK(Ip)) J6 l6l(m-p-l)/2 

II-6l(n-p-l)/2ap(6)CK(I-6)CJ(I-6)d6. 

Volgens 2.4.9 
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0 Volgens 2.4.9 is CK(I-6)CJ(I-6) = L0gK,JC0(I-6) en dus volgens 

2.5.1 is 

Die m~mente voortbrengende funksie van sp(I-6) word gegee deur 

M(t) = E espt(I-6) = LjEJ tjE(CJ(I-6))/j~ en dus die stelling. 

Indien Qr = 0 is dit duidelik uit 2.5.3 dat 

en derhalwe is 

Stelling 2~5.2 

Indien A...._W(L,m,9), G van rang rDJ, en B"-'WO:,n) dan word 

die momente voortbrengende funksie van sp6 gedefinieer as 

Bewys. 

Volgens 2.4.13 is 

E(CJ(6)) = nP
2
12r ((m+n)/2)/(r (p/2)r (n/2)r (m/2)) esp(-Qr/2) p p p p 

EkEK( (m+n)/2)KCK(gr/2)/(m/2)Kkt) f6 \6\ (m-p-l)/2 

lr-6\(n-p-l)/2 ap(6)CK(6)CJ(6)d6. 

Maak weer g::bruik van 2.4,,9 en i.ntegreer volgens 2.5.2. Dus 

0 . 
2.5e7 E(CJ(6)) = esp(-9r/2)LkEKLogK,J((m+n)/2)K(m/2)0CK(9r/2) 

co ( Ip)/(m/2)K( (m+n)/2)oCK( Ip )k~. Q.E.D. 

L"ldien/ ••• 
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Indien Gr = 0 dan 

E(CJ(6))= (m/2)JCJ(Ip)/((m+n)/2)J (James (1964)), en 

M8 p6(t) = 1F1(m/2; (m+n)/2; tIP) (James (1964)). 

Die verdeling van spL is reeds bekend in hierdie geval 

(Khatri en Pillai (1968)) en is 

f(spL) = rp((m+n)/2)/(rp(n/2)f(mp/2)) esp(-G/2)l:kLKl:jl:JLogK~J 

((m+n)/2)K((-n+p+l)/2)J(m/2)
0

(spL)mp/2 +k+j-lcK(G/2) 

'n Soortgelyke verdeling kan afgelei word vir sp(I-L) in die 

vorige geval, maar kan ook uit bostaande verdeling herlei 

word. 

Stelling 2.5 .. 3 

Indien A""'-- W( l:1 ,m) en B'"'-' W( L2 ,n) word die momente voortbreng-

ende funksie van sp6 gegee deur 

" 

CK(I-l:1-J_L2)C0(Ip)/((m+n)/2) 0CK(Ip)klj! • 

Bewys. 

Soortgelyk as in die bewys van stelling 2.5.2 volg uit 

2e4ol7 

E(CJ(6)) = IL:1-lL21m/22:kl:Kl:ogK~J((m+n)/2)K(m/2) 0 CK(I-l:1-1L:2) 

Co(Ip)/((m+n)/2)0CK(Ip)k~ 

en derhalwe die stelling. 

Om die verdeling van spL in hierdie geval te vind, is 

maklik volgons die prosedure van Khatri en Pillai (1968). 

Die volgende integraal is deur hierdie skrywers bewys: 

2~5.9 fnlzl(m-p-l)/2ap(Z)CK(Z)dz 2--dzp 

= r p (m/2 )T' p ( p/2 )(m/2 )KCK( Ip )/nP
2
/ 2r(mp/2 )(mp/2 )k 

waar/ ••• 
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Aangesien 

kan 2.4.17 geskrywe word as 

2.5.10 f(A) = :.D
2

/
2r ((m+n)/2)/(r (p/2)f (m/2)f (n/2)) p p p p 

I l:1 -~lL:2 I m/
2

L:kl:Kl: jI: Jl: 0 gK~ J ( (-n+p+l) /2) J( (m+n) /2 )K 

CK( I-l:1 -ll:2) I A I (m-p-l )/2ap (A) C
0 

(A) /CK( IP)kt j t. 

Integreer 11 , 1 2 , --, lp oor die gebied spL wat neerkom op die 

integraal 

J(A-> spL,z~,--,z ) = (spL)p-l 
c. p 

I 6 I (m-p-1) /2 = ( spL; p(m.-p-:-2) /21 2 I (m-p-1) /2 

ex (A) = (spL)p(p-l)/2 cx (Z) 
p p . 

C5(A) = (spL)k+jco(Z). 

Die integraal 2.5.11 word dus 

(spL)mp/2 +k+j-lf lzl(m-p-l)/2 cx (Z)C (Z)dz ~-dz~ 
D p 6 2 p• 

Die volgende stelling is nou bewys .. 

Stelling 2.5.4 

Indien A-.....W(I: 1 ,m) en B""-W(L:2,n) dan is die verdeling van spL 

2 .. 5,,12. r P ( (m+n)/2 )/( r P ( n/2)f(mp/2)) I ~1 -lI:2 I m/2I:kl:KI: jl: JI:<SgK~J 

(spL)mp/
2 

+k+j-l(m/2)
0

((-n+p+l)/2)J((m+n)/2)KC
0

(Ip) 

CK( I-I:1-
1

I:2 )/(mp/2)k+jCK( Ip)ktj t, O<spL<l, 

2.6 Die/ ••• 
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206 Die verdeling van L in terme van onafhanklike beta-verde-

lings van die eerste soort. 

In hierdie paragraaf word die verdeling van 1 beskou in 

die geval waar A"'-·W(I,m) en B"'\-W(I,n,G) en e van rang r<p 

(G diagonaal). Dit word naamlik aangetoon dat die verdeling 

2. 2 ~ 5 geskrywe kan word as die produk van onafhan~dike beta-

verdelings van die eerste soort vermenigvuldig met 'n nie-sen-

trale meerveranderlike beta-=verdeling van die eerste soort 

van volle rang. 

Volgens 2.2.5 kan die verdelingsfunksie van 1 geskrywe 

word as 

2.6.1 ~1 (1; m/2~n/2,Gr/2)oc (1/l2rr\(m+n)/2) esp(-Gr/2) 

\ 1 I (m .. ·p-l )/2 \ I-1 \ ( n-p-l )/2 f esp(-T /2) 
T11 >0 11 

\Tlli(m+n-r-l)/20Fl(n/2 ;~rTlll/2(1-Lll)Tlll/2) 

Khatri en Pillai (1965) hej aangetoon dat 'n sentrale 

meerveranderlike beta-<rerdeling van die oerste soort geskrywe 

kan word as die produk van onafhanklike beta-verdelings van 

die eerste soort. Die metode sal egter effens gewysig word 

vir die nie-sentrale geval. 

Onder die opsplitsing L = L11 (rxr) 

(L 

11 \ - \111\ \1 22-1 21111-1112\ 

= I 111 I I 122 .1 I 

waar 
-1 1 22cl = 1 22-1 21111 112• 

J(L224 1 22.1) = l. 

21 

\r-11 = lr-1111 lr-12;.1-L21(I-L11)-
1
111-

1
112I· 

stel u/ .... 

is 

I 
' 
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Stel 

2.6.3 U = ((I-Lll)-11li)l/2112 

Die jakobiaan van die transformasie is 

2.6.4 J(L12~U) = II-L111(p-r)/21L11l(p-r)/2. 

Dit kan as volg aangetoon word: 

Stel U(rxp-r) = (u1 ,u2,--,U ) en p-r 

112(rxp-r) = (1(l)'1( 2),--,1(p-r)). 

U · 2 ((I )-1 -1)1/2 Dus j = R1(j)' J=l, ,--,p-r en R = -111 111 • 

Dit is duidelik dat J(L(j)-?Uj) = IRl-l en dus 

J(L12->U) = ·ft3:rJ(L(j)~ Uj) 

·- I R ! - ( p-r ) 

= lr-111 l(p-r)/2 11
11

1(p-r)/2 . Q.E.D. 

Onder die transformasies 2.6.2 en 2~6.3 kan die verdeling 

van L geskrywe word as 

2.6.5 f(L)« (1/l2rrl(m+n)/2) esp(-Gr/2)11
11

i(m-r-l)/2 

lr-L 1Cn-r-l)/211 - l(m-p-l)/21I-L -U'Ul(n-p-1)/2 
11 22"1 22.1 . 

J ( I )\ m l(m+n-r-1)/2 
T11>0esp -Tll 2 111 

St el 

2.6.6 · W = U(I-L2201 )-l/2, J(U~W) = lr-1
22

•
1

1r/i. 

Die bewys van die jakobiaan is soortgelyk as die van 2.6..,4 

deur U en W nou in kolom.me in plaas van rye op te deel. 

Die verdeling 2.6.5 word nou 

2.6.7 f(L)-OC[(1/l 2r I (m+n)/2 )esp(-G /2) 11 I (m-r-l)/2 
r r 11 

lr-1 \(n-r-l)/2f esp(-T /2)IT \(m+n-r-1)/2 
11 T11 >0 11 11 

OFl(n/2 ; Gr1J.11/2(I-Lll)Tlll/2/4)dTll] x 
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Dus 

2.6.8 f(L) = ~1 (L ; m/2,n/2,Gr/2) 

= ~1 (L11 (rxr); m/2,n/2,Gr/2) x 

P1 (L22 •1(p-r x p-r); (m-r)/2,n/2! x r
3

(w). 

aangesien die .. ,~1orskrif van die funksie tussen vierkante hakies 

in 2.6.7 die van die nie-sentrale meeveranderlike beta-verde-

ling van die eerste soort is van volle rang. (Sien 2.2~1) 

Die volgende stalling is dus bewys. 

Ste~_Jing 2.6.1 

Indien L""""~.,(m/2,n/2.G /2), r<p, kan die verdelingsfunk-
j_ • r 

sie van L geskrywe wo:cd e,s 

waar 

2&6.11 f 1 (111 ) = ~1 (111 ; m/2,n/2,9r/2) 

= (1/r~(m/2)r (n/2)l2r l(m+n)/2 )esp(-G /2) 
~ r r r 

Ir., I (m-r-l)/21 I-L I (n-r-1)/2 r 
__ l 11 · T ll_>O 

( T /2)IT l(m+n-r-1)/2 F (n/. 2 e 
esp - 11 11 0 1 ' 

2~6ol2 f 2(1 22 •1 ) = ~1 (122 • 1 ; (m-r)/2,n/2) 

= r ((m+n-r)/2)/(r ((m-r)/2)r (n/2)) p-r p-r p-r 

11 ., I (m-p-l)/21 I-L I (n-(p-r)-1)/2 
22&L 22.1 , 

0<122.1<I 

Die verdeling van W word gegee in 2.6.9 en sal nou verder 

ondersoek/ • • • 
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ondersoek word. 

Die verdoling van W. 

Stel W'(p-rxr) = (W1
1 ,w2

1 ,--,Wr'). 

Dus I r-w 1 w I = I I-I:~=l wk 1 Wk I 
r--1 . 

= I-I:k=l wk. wk wr I 

wr 1 

= lr-I:~:iwk 1 wkl(1-wr(I-I:~:iwk 1 wk)-1 Wr'). 

= Wr(I--I:~:iwk 1 Wk)-1/2 met 

2.6.13 J(W - E) = lr-I:r-lw 'Wll/2 r · r k=l k • 

Dus I I-WI w I = I I-1-:fc:iwk I wk I ( 1-ErE:- I ) • Herhaal die prosedure 

en deur hiermee voort te gaan, volg dat 

2.6.14 
-r 

lr~w 1 wl = I I. 1 (1-E.E. 1 )~ 
l= l 1 

Laa t EI ( rxp-r) = (El I 'E2 1 '-~'Er I ) ' El = wl' dan 

2. 6 .15 J( W--t>E) = I r-w1 ' wl i/21 I-I:~=l wk' wk 11/ 2 •• I r-I:~:iwkwk 11/ 2 

=~I 1~=~(1-E.E. ')(r-i)/2 • 
1-__ l l 

St el 

2.6.16 E. '(p-rxl) = X. 1 
l l 

1/2 

= (x( 1i~ )1/2 1/2 

\ ___ :~~----:~~---
\ 1/2 1/2 1/2 (1-x. 1 ) •• (1-x. ~) x. 

1 1 1 p-r-L l,p-

Die jakobiaan van die transfo~masie is 

J(Ei~Xi)=j}xil-l/2 
0 --- 0 

I o lc1-x. )1/ 2x.-1/ 2 - o I 2 i1 i2 

i-------------------------------------------
0 0 ~(1-xil)l/2··~ 

(l-x. )l/2x. -1/2 
i,p-r-1 i,p-r 

Dit is/~·· 
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Dit i~ 

J(E.-)·X.) = (l/2)p-r-l 1~-1r[(l-x .. )(p-r-j)/2x .. - 1/ 2]. 
l l J= 1J lJ 

Stel X' = (X1
1 ,--,Xr'), dan 

2.6.17 
-r -p-r t / / 

J(E-'>X) = (l/2)r(p-r)l I. 11. (1-x .. )·p-r-j) 2x .. -l 2 
l=l J=l lJ 1J 

Onder die transformasie 2.6.16 volg dat 

-p-r 
1-E. E. ' = 11 . 1 ( 1-x .. ) 

l l J= 1J 

en derhalwe is 2.6.14 
-r · -p-r 

2.6.18 lr-W 1 W\ = 11. 1 11. 1(1-x .. ). l= J= lJ 

Die jakobiaan van W na X volg saam met 2.6.15 en 2.6.17 as 

2 • 6 .19 J ( W-> X ) = J ( W-) E ) J ( E-+ X) 

= TT~-llTT~-lr ( 1-x .. ) ( r-i) /2 • ( 1/2) r( p-r Y • 
l= J= lJ 

-I Ir --1 lp-r(l- )(p-r-j)/2 -1/2 
i=l j=l xij xij 

= (l/2)r(p-r)-l I~ 1-11~-lr(l-x .. )(p-j-i)/2x.--:-l/2. 
l= J= lJ lJ 

Aan die hand van 2.6.18 en 2.6.19 kan die verdelingsfunksie 

van W dus geskrywe word as 

f 
3 

( W) oc I I-W' wl ( n-p-l )/2 

--r -p-r / ( )/ 
\I 11 -1 2(l- ) n-j-i-1 2 

i=l j=lxij xij • 

Dit is 
-r -p-r 

2.6.20 f 3(w) =I \i=ll lj=l ~1 (xij ; 1/2,(n-j-i+l)/2), O<xij<l. 

Dit kan ook aangetoon word dat die verdeling van L22 •1 
geskrywe kan .word ~s ~ie produk v~n onafhanklike beta-verde-

lings van die ecrste soort. 

Die verdeling van L22 •1 • 

f (L )oc IL I (mp-1)/21 I-L I (n-(p-r)-l)/2··. 
2 22.J 22.1 22.1 

Aangesien stelling 2.6.1 ook geld vir die sentrale geval 1 

d.i. G = O, gaan die verdeling van L in die sentrale geval r 

geskrywe word/ • • • 
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geskrywe word as die produk van onafhanklike beta-verdelings 

van die eerste soort waaruit die verdeling van L22 •1 dan maklik 

beskou kan word. 

Indien gr = O, volg uit 2.6.10 en 2.6.20 dat 

2.6.21 f(L) = S1(L(pxp); m/2~n/2) 

= S1 (111 (rxr); m/2,n/2) S1(122 •1(p-rxp-r);(m-r)/2,n/2) 
-r -p-r 
11. 1 \I. 1S1(x .. ,· 1/2, (n-J·-; ~1)/2) l= J= lJ 

Stel r = 1. Dus 

S1 (L(pxp); m/2,n/2) = S1(111(1x1); m/2,n/2)S1 (122 •1(p-lxp-1); 

-p-1 
(m-1)/2,n/2)\ lj=lS1(x1 j ; 1/2,(n-j)/2). 

Derhalwe is 

S1 (122 •1(p-lxp-l); (m-1)/2,n/2) = S1(1 22 •1 (1x1); (m-1)/2,n/2) 

--p-2 
S1 (133 •1 (p-2xp-2); (m-2)/2,n/2)1 \j=lS1(x2j ; 1/2, 

(n-j)/2). 

S1 (133 ,1(p-3xp-3); (m-2)/2,n/2) = S1(1 33 ,1 (1x1); (m-2)/2,n/2) 

--1-3 
S1 (144 •1(p-3xp-3); (m-3)/2,n/2)1 lj=l S1(x3 j ; 1/2, 

(n-j)/2). 

(m-p+2)/2,n/2)S1(1 (lxl); (m-p+l)/2,n/2) pp 

S1(xp-l,l ; l/2,(n-1)/2). 

Geen spesifieke betekenis word aan die veranderlikes L .. 1 11. 

geheg nie, behalwe as om net 'n veranderlike aan te dui nie. 

Die verdelingsfunksie van L (sentraal) kan dus geskrywe 

word as 

2.6.22 s1c1;/ ... 
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-p 
2.6.22 P1 (L; m/,n/2) = I li=lp1 (lii.l(lxl); (m-i+l)/2,n/2) 

-p-1-p-i 
I \i=ll \j=l~l(xij ; l/2 , (n-j)/2 ), 111.1 = 111· 

Maar f 2 (L22 •1 ) = ~1 (L 22 • 1 (p-rxp-r); (m-r)/2,n/2), (sien 2.6.12). 

Vervang dus in 2.6.22 p deur p-r en m deur m-r, dan is 

-p-r 
2.6.23 f 2 (122 •1 ) = 11 i=lpl (ui ; (m-r-i+l)/2,n/2) 

-p-r-1-p-r-i 
11 i=l \I j=l P1 (vij ; 1/2, (n-j )/2). 

Gebruik is gemaak van die skalar veranderlikes u. en v .. slegs 
1 lJ 

om aan te dui dat nie dieselfde veranderlikes is as in die 

geval 2.6.22 nie. 

Saam met 2.6.20 kan die gesamentlike verdelingsfunksie 

van L22 •1 en W dus geskrywe word as 

-p-r 
2.6.24 f 2(122 •1 )f3 (w) = [ 11 i=l~l (ui ; (m-r-i+l)/2,n/2)] 

-p-r-1-p-r-i 
c 11 i=l 11 j=l ~1 (vi j ; i/2, ( n-j) /2) J 

-r -p-r · 
Clli=lllj=l~1 (xij; 1/2, (n-j-i+l)/2)]. 

Beskou die produk van die laaste twee terme in vierkante ha-

kies. Dit kan aangetoon word dat 

-p-r-1-p-r-i 
2.6.25 [ 11 i=l 11 j=l ~l (vij ; 1/2, (n-j )/2)] 

-r -p-r 
Cl li=ll lj=l~1 (xij ; 1/2,(n-j-i+l)/2)] 

-p -i-1 
=I li=r+ll lj=l~l(wij; 1/2,(n-i+j)/2) 

waar w .. slegs 'n ander veranderlike aandui. 
lJ 

Substitueer 2.6.25 in 2.6.24 dan volg 

-p 
2.6.26 f 2(122 •1 )f3 (w) = I li=r+l~1 (ui ; (m-i+l)/2,n/2) 

-i-1 
I lj=l~1 (wij ; 1/2,(n-i+j)/2). 

Substitueer/ ••• 
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Substitueer hierdie resultaat in 2.6.10 en die volgende stel-

ling is bewys_ 

Stelling 2.6.2 

Indien 1'"'VS1 (m/2,n/2,Qr/2), r<p, dan kan die verdelings­

funksie van 1 geskrywe word as 

2.6.27 s1(1 ; m/2,n/2,Qr/2) = s1(111 ; m/2,n/2,Qr/2) 

-p -i-1 
I li=r+lS1(ui ; (m-i+l)/2,n/2)\ \j=l~1 (wij ; 1/2, 

Stelling 2.6.3 

Indien 11"VS1(m/2,n/2,Gr/2), r<p, dan kan die verdelings­

funksie van 11\ geskrywe word as 
-p 

2.6.28 f(\11) = f 1(1111 \) \li=r+lfi(ui) 

waar 111...._. s1(m/2,n/2,Gr/2) en ui""'f\((m-i+l)/2,n/2). 

Bewys. 

Volgens 2.2.13 is 

E\Llh = r (m/2 +h)I' ((m+n)/2)/(r (m/2)f ((m+n)/2 +h))esp(-G /2) p p p p . r 

esp(-9r/2)1F1 ((m+n)/2 ; (m+n)/2 +h ; 9r/2)] 

-p 
11 i=r+l ( r( ( m+n+l-i )/2) r( ( m+l-i) /2 +h) /r( ( m+l-i) /2) 

r((m+n+l-i)/2 +h)) 

= E\L11lh -\ \~=r+lE(ui)h. 

Aangesien 1 11 en ui begrens is, volg die stelling. 

Die volgende interessantheid volg uit 2.6.27 en 2.6.28, 

naamlik dat 

2.6 .. 29 I ... 
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2.6.29 

-p ~i=l 

[ 

f(L) = f1 (111 ) 11. 1f. (u.) 11. 1f. ~(w .. ) l=r+ i 1 J= ~J lJ 
-p 

f( 111) = f 1 ( 1111 1 )I li=r+lfi(ui) 

waar 11i'·v~1 (m/2,n/2,Gr/2), u(v~1 ((m-i+l)/2,n/2) en 

w. ·""'~1 (1/2, (n-i+j )/2). lJ 

Stelling 2.6.4 

Indien 1~~1 (m/2,n/2,Gr/2), r<p, dan kan die verdelings­

funksie van lr-11 geskrywe word 

-p 
2.6.30 f(lr-11) = f 1 (1r-111 1) lli=r+lfi(l-ui) 

waar I-111,.......~ 1 (n/2,m/2,Gr/2) en l-U('"~1 ((n-i+l)/2,m/2). 
Bewys. 

Volgens 2.2.14 is 

Elr-1lh = r (n/2 +h)f ((m+n)/2)/(r (n/2)r ((m+n)/2 +h)) p p p p 

= r (n/2 +h)r ((m+n)/2)/(I (n/2)r ((m+n)/2 +h)) r r r r 

esp(-Gr/2) 2F2((m+n)/2,n/2 +h ; n/2,(rn+n)/2 +h;Gr/2) 

-p 
I li=r+l(f((rn+n+l-i)/2)~(n+l-i)/2 +h)/r((n+l-i)/2) 

r((rn+n+l-i)/2 +h)) 

lh -I IP h = Elr-111 . 1E(l-u.) • 1=r+ l 
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HOOFSTUK III. 

DIE NIE-SENTRALE MEERVERAJ\TDERLIKE BETA-VERDELING VAN DIE 

TWEEDE SOOR.T. 

3.1 Inleiding. 

In hierdie hoofstuk word die verdeling van V = B-l/2AB-l/2 

ondersoek indien A"""'W(L,m) en B........,W(L,n,G), G van rang r~, 

Die verdeling van V word in 3.2 gedefinieer asook die verde­

ling van v-1 . In 3.3 word die gesamentlike verdeling van die 

karakteristieke wortels van Ven v-1 afgelei en in 3.4 die ver-

delings van spV en spv-1 • In 3.5 word aangetoon dat die ver-

delings van Ven \vi indien G van rang r<p is, geskrywe kan 

word as die produk van onafhanklike beta-verdelings van die 

tweede soort. 

3.2 Die verdeling van V. 

Stelling 3.2.1 

Indi,en Arvw(2::,m) en B""""W(L,n,Q), G van rang p, word 

die verdelingsfunksie van V gegee deur 

3.2.1 f(V) = (1/r (m/2)r (n/2)\2Ll(m+n)/2) esp(-9/2) p p 

I vi (m-p-l )/2 f esp(-( L-1B+B1/ 2L-1B112v)/2) 
B>O 

\B\(rn+n-p-l)/2
0

F
1
(n/2; GL:-1B/4)dB, V>O. 

Bewys. 

. . -1/2 -1/2 Die jakobiaan van die transformasie V = B AB is 

J(A~ V) = I B\ (p+l )/2 , in die gesamentlike verdeling van A 

en B. Die integraal is egter onbekend en 'n oplossing kon 

tot dusver nog nie gevind word nie. 

Hierdie verdeling word geklassifi·seer as 'n beta van die 

tweede soort, maar daar sal na die volgende verdeling verwys 

word as melding gemaak word van die nie-sentrale neerverander-

like beta~vexdeling va-n die t'veede soort van volle rang. 

Afleiding/ ••• 
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Afleiding 3.2.1 

Indien A""11W( :-,m) en BrvW( I, p, Q),. Q van rang p, word die 

verdelingsfunksie van V gegee deur 

3.2.2 ~ 2 (V; m/2,n/2,Q/2) = rp((m+n)/2)/(rp(m/2)fp(n/2)) 

esp(-G/2)!vl(m-p-l)/21r+vl-(m+n)/2 F ((m+n)/2 • 
1 1 ,: 

Bewys. 

Stel L = I in 3.2.1, d.i. 

f(V) = (1/r (m/2)f (n/2)!2I l(m+n)/2) esp(-9/2)lvl(m-p-l)/2 
p p p 

fB>Oesp(-B(I+V)/2)IBl(m+n-p-l)/2
0

F1(n/2; QB/4)dB. 

Integreer na B volgens 1.3.4 en die afleiding volg. 

Aangesien 3.2o2 'n verdelingsfunksie is, volg dat 

fv>Of(V)dV = 1 en derhalwe is 

3e2.3 f V>O!v\a-(p+l)/2 \I+V\-(a+b)CK(Q(I+V)-1 /2)dV 

= r (a)r (b~K)CK(Q/2)/r (a+b,K). 
p p -·- p 

Deur gebruik te maak van hierdie integraal volg uit 3.2.2 

3.2.4 Elvlh = r ((m+n)/2)/(r (m/2)r (n/2)) esp(-Q/2) p p p 

f lvl(m+2h-p-l)/21r+vl-(m+n)/2 F ((m+n)/2 • V>O_ 1 1 ) 

n/2 ; G(I+V)-1/2)dV 

= fp(m/2 +h)fp(n/2 -h)/(rp(m/2)fp(n/2))esp(-G/2) 

en 

3.2.5 Elr+vl-h = r ((m+n)/2)/(r (m/2)1 (n/2)) esp(-Q/2) p p p 

f v>olvl(m-p-l)/21r+vl-(m+n+2h)/2 

1F1((m+n)/2; n/2 ; G(I+V)-1/2)dV 

= I .. " 
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= rp(n/2 +h)fp((m+n)/2)/(rp(n/2)fp((m+n)/2 +h)) 

esp(-Q/2) 2F2(n/2 +h,(m+n)/2 ; (m+n)/2 +h,n/2 ;Q/2) 

Afleiding 3.2.2 

Indien A"'W(I,m) en B""1tW(I,n,Q), G diagonaal en van rang 

r(p, word die verdelingsfun~sie van V gegee deur 

3.2.6 ~1 (v ; m/2,n/2,G /2) = r ((m+n)/2)/(r (m/2)r (n/2)) r p p p 

esp(-Qr/2)lvl(m-p-l)/21r+vl-(m+n)/2
1

F
1

((m+n)/2; 

n/2 ; Qr(I+V1 •2 )-1/2), V>O, 

waar vl.2 = v11-V12(I+V22)-lv21· 

'n Ortogonale matriks C bestaan sodanig dat 

CQC I =IQ 0' 
\ r I ' 'o o 

maar aangesien die nie-sentrale verdeling van V nie invariant 

is ten opsigte van die transformasie V...JjCVC' nie, word die 

verdelings van A en B in hulle kanoniese vorme beskou (sien 

afleiding 2.2.1). Deur dus Q as diagonaal in 3.2.2 te be-

skou, kan die sonale-polinoom in die hipergeometriese funksie 

geskrywe word as 

rang r<p. V is opgedeel in submatrikse sodanig dat 

en v11 van orde r is. 

Indien r=l word die nie-sentrale meerveranderlike beta-

verdeling van die tweede soort verkry in die line@re geval 

soos gedefinieer deur Troskie (1966), d.i. 

~2(V ;/ • • • 
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; m/2,n/2,91/2) = r ((m+n)/2)/(r (m/2)f (n/2))e-91/
2 

p p p 

\vl(m-p-l)/2 \I+V\-(m+n)/2
1

F
1

((m+n)/2; n/2 ;~\/2(l+v1 • 2 )) 

Indien Qr = 0 volg die sentra.le meerveranderlike beta-verde­

ling van die tweede soort soos gedefinieer deur Olkin en 

Rubin (1964), d.i. 

~ 2 (v; m/2,n/2) = r ((m+n)/2)/(r (m/2)f (n/2))\v\(m-p-1)/2 
p p p 

\1+v1-(m+n)/2. 

Aangesien 3.2.6 1 n verdelingsfunksie is, volg die in-

tegraal 

3.2.7 fv 
0

\v\a-(p+l)/2 \r+vl-(a+b)cK(Q (I+v1 2)-1/2)dV > . r • 

Met behulp van hierd~e integraal kan die h-de momente van 

\v\ en \r+v\-1 uit 3.2.6 gevind word, d.i. 

3.2.8 E\v\h = r (m/2 +h)r (n/2 -h)/(r (m/2)f (n/2))esp(-Q /2) 
P P P P r 

en 

3.2.9 E\r+v\-h = r (n/2 +h)r ((m+n)/2)/(r (n/2)r ((m+n)/2 +h)) p p p p 

n/2 ; G /2) r 

Hierdie momente kan ook uit 3.2.4 en 3.2.5 respektiewelik 

bewys word met· behulp v-un 1~2ol0. Die rede waarom die momen­

te dieselfde is, is dat die deterrn)nante \v\ eo \I+V\ inva-

riant is ten opsigte van ortogonale transformasies soos 

v-> eve' . 
Deur gebruik te maak van 3~2.7 kan uit 3.2.6 ook aange-

toon word dat 

3.2.10 E\V(I+V)-l\h = fp(m/2 +h)fp((m+n)/2)/(fp(m/2)fp((m+n)/2. 

+h))esp(-Gr/2) 1F1((m+n)/2 ; (m+n)/2 +h ; Qr/2). 

Die resultate/ •• 1 
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Die resultate 3.2.9 en 3.2.10 is identies dieselfde as 

die van 2.2.14 en 2.2.13 respektiewelik. Dit volg uit die 

volgende verwantskap tussen V en L: 

V = (I-L)-l/2L(I-L)-l/2 , 

d.i. I+V = (I-1)-1 • Die asimptotiese verdelings van \r+v\-1 

en \V(I+V)-1 \ sal gevolglik dieselfde wees as die van \I-L\ 

en \L\ respektiewelik soos gevind in paragraaf 2.3. Tot dus-

ver kon nag nie daarin geslaag word om 'n asimptotiese verde­

ling vir \vi af te lei nie. 

A fl e id i ng 3 • 2 • 3 

Indien Ar.\svW(I,m) en B'°'WW(I,n,Q), Q diagonaal en van rang 

r~, word die verdelingsfunksie van Z = v-l gegee deur 

3.2.11 f(Z) = r ((m+n)/2)/(r (m/2)f' (n/2))esp(-G /2)\zl(n-p-l)/2 
P P p r 

\I+zl-(m+n)/2
1F1 ((m+n)/2 ; n/2 ;Qr(I+z1 •2 )-1z;. 2;2) : 

Z>O. 

Bewys. 
-1 Stel V=Z , J(V->Z) = \zl-(p+l), in 3.2.6. Onder die 

transformasie volg dat (I+V)-l = (I+Z)-1z met die gevolg dat 

getoon word; Laa t z ~ ( zll z12 ) 

.221 2 22 . 

r is. Stel (I+Z)-1 z = (I+zl.2)-l 

(. c . 
2 

3.2.12 kan soos volg aan-

sodanig da t z11 van orde . 

Die matriks-element in die eerste r rye en kolomme van 

(I+Z)-1z is dus (I+z1 •2 )-1z11 + c1z21 • Volgens Graybill 

«1961), bladsy 8) is c1 = -(I+z1 •2 )-1z12(I+z 22 )-l. Sub-

stitueer hierdie waarde vir c1 in bostaande uitdrukking en 

3.2.12 word verkry. Dit bewys oak die afleiding. 

Uit 3.2.11/ ••• 
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Uit 3.2.11 volg nou dat 

3.2.13 J lzla-(p+l)/2 1r+zl-(a4-b)c (G (r+z )-1z - /2)dZ 
Z>O K r 1.2 1.2 

= r (a)r (b)/(r (a+b))((a)K/(a+b)K)CK(Q /2). p p p . . . r 

Dus 

en 
h ' 

3.2.15 E\r+z-1- = r (n/2 +h)f ((m+n)/2)/(f (n/2)r ((m+n)/2 +h)) . p p . p p 

esp(-Qr/2) 2F2(n/2 +h,(m+n)/2 ; (m+n)/2 +h,n/2;Qr/2) 

Die asimptotiese verdeling van lr+z\-1 kan gevind word deur 

men n om te ruil in die asimptotiese v~rdeling van lr+v\-i. 

3~3 Die verdeling van die karakteristieke wortels van V. 

Stelling 3~3.1 

Indien A""-'W(L,m) en BrvW(L,n,G), Q van rang p, word die 

gesamentlike verdelingsfunksie van die karakteristieke wortels 

3.3.1 f(Va) = 

van V (v1>v2>-->vp>0) gegee deur 

2 
nP 12r ((m+n)/2)/(f (p/2)f (m/2)f (n/2)) p p p p 

esp(-G/2) I Vs\ (m-p-l)/2 1I+Vs1-(m+n)/2a (Vs) 
. p 

1
F

1
((m+n)/2; n/2; G/2,(I+Vs)-1 ), Vs>O, 

waar Vs = diag(v1 ,v2,--,vp). 

Bewys. 

Aangesien die karakteristieke wortels van V invariant .. 
is ten opsigte van die transformasies A-~Ll/2AL 1/2 en 

B~Ll/2BLl/2 kan die stelling bewys word deur gebruik te maak 

van die verdeling van V soos gedefinieer in 3.2.2 in plaas 

van die verdeling 3.2.1. 'n Ortogonale matriks H bestaan 

sodanig dat H'VH =Va = diag(v1 ,--vp). 

c1V = I ... 

3.3.5 f( Zs ) = / • • • 1 
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dV =ex (Vs )dVsd(H), a (Vs)= 11.<.(v.-v.). 
p p l J l J 

Substitueer dus V = HVsH' in 3.2.2 en integreer na H deur ge-

brullik te maak van 1.2.8 en 1.2.9. Die stelling volg sander-

meer. Hierdie verdeling is reeds deur James (1964) gedefini-

eer. 

Afleiding 3. 3p1 

Indien A."""VW(L,m) en B""'W(L,n,Q), Q van rang rg, word 

die gesamentlike verdelingsfunksie van die karakteristieke 

wortels van V gegee deur 
2 

f(Vs) = nP 12r ((m+n)/2)/(f (p/2)f (m/2)f (n/2)) 
p p p p 

es P ( -Qr/ 2 ) I Vs I ( m-p-l ) / 2 1 I+ Vs \ -( m + n ) / 2 ap ( Vs ) 

LkLK( (m+n)/2)KCK(Qr/2)CK( ( I+Vs )-1 )/(n/2)KCK( Ip)kl 

waar K 'n opsplitsing van k in nie meer as r komponente is nie. 

Bewys. 

'n Ortogonale matriks C bestaan sodanig dat CQC' ='Qr 0) 

0 0 

en deur gebruik te maak van 1.2.10 volg die afleiding. 
\ ' -

Indien r=l, laat Ql = A. 

kan nou geskrywe word as 

Die verdelingsfunksie 3.3.2 

3.3.4 f(Vs) = nP
2
12r ((m+n)/2)/(r (p/2)f (m/2)f (n/2)) e-;\/2 

p p p p 

IVs I (m-p-l)/2 1I+Vs 1-(m+n)/2a:p(Vs )Lk((m+n)/2)k 

C(k)( :\( I+Vs )-1/2)/(n/2)kC(k)( Ip)kl 

waar (k) 'n opsplitsing van k in slegs een komponent is. 

Stelling 3~3.2 

Indien A"'-'W( L ,m) en B'°""W( L, n, Q), Q van rang rg, word 

die verdelingsfunksie van die karakteristieke wprtels van 

-1 Z = V gegee deur 

f(Zs) = / • • • 
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3. 3. 5 f( Zs ) = nP
2
12r ((m+n)/2)/(r (p/2)r (m/2)r (n/2Y) p . p . p p 

esp(-·Gr/2)lzs l(n-p-l)/2 1I+Zs 1-(m+n)/20'.p(Zs) 

L:kl:K((m+n)/2)KCK(Gr/2)CK((I+Zs )-lzs )/(n/2)K 

C (I )k~ 
K p 

waar Zs = diag(z1 ,z 2,--,zp) en K 'n opsplitsing van k in nie 

meer as r komponente is nie. 

Bewys. 

Indien r=p in 3~2.11 dan is z1 •2 = Z en dus 

f(Z) = r ((m+n)/2)/(r (m/2)r (n/2))esp(-G/2)lzl(n-p-l)/2 
p p p 

lr+zl-(m+n)/2
1

F1((m+n)/2 ; n/2 ; G(I+Z)-1Z/2). 

-1 Stel Z = H'Vs H = H'ZsH en integreer na H 'n element van die 

ortogonale groep. Aangesien G van rang r~ is, is die bewys 

nou dieselfde as die van afleiding 3.3.1 

Die verdeling van die grootste karakteristieke wortel 

van V (of Z), naamlik v1 , kon egter tot nou toe nog nie ge-

' vind word nie en wel as gevolg van 'n integraal wat nie opge-

las kan word nie. Die probleem is as volg: Stel v./v1 = y. 1 l l-

(i=2,--,p) in die gesamentlike verdeling van die karakteristieke 

wortels van V (3n3.l). Laat Y = diag(y1 ,--,yp_1 ) en 

l ( ) ( ) p-1 Y = diag l,y1 ,--,yp-l c J Vs~v1 ,Y = v1 en 

a (Vs)= v
1
p(p-l)/2 1r-Ylcx 

1
(Y). 

p - p-
Die gesamentlike verdeling 

van v1 en Y word dus 

f(v1 ,Y) = nP
2
12r ((m+n)/2)/(r (p/2)r (m/2)f (n/2)) p p p p 

esp(-G/2)v mp/2 -l\y\Cm-p-l)/2 \I+v Y1 1-(m+n)/21r-YI 
. 1 1 

ap_1(Y) 1F1((m+n)/2 ; n/2 ; Q/2,(I+v1Y1 
)-

1 ), v1>o, 

O<Y<I. 

Die integraal/ ••• 
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Die integraal na Y kon egtet nog nie uitgevoer word nie. 

3.4 Die verdelings van spV en spv-1 • 

Om die v-urdeling van spV = T te kan aflei, is die volgen­

de integraal nodig: 

Hulp-stelling 3.4.1 

3,4.1 f B>Oesp(-B)\B\a-(p+l)/2cK(RB)CJ(B)dB 

6 
= fp(a)CK(R)/(CK(Ip)) ~o gK,J(a) 0C0(Ip). 

Bewys. 

Daar bestaan 'n ortogonale matriks N sodanig dat 

waar bi die karakteristieke wortels van B is. 

dB = O'. (Bs )dBs d(N). 
p 

· d(N) is die invariante Haar maat, _ genormaliseer 

sodat die maat oor die hele groep een is (sien 1.2.8). Sub­

stitueer dus B = NBsN' in 3.4.1 en integreer na N (1.2.7), 

dan volg dat 

f B>Oesp(-B)\B\a-(p+l)/2cK(RB)CJ(B)dB 

2 
= nP / 2/(fp(p/2) )f Bs >Oesp(-Bs) \Bs \a-(p+l)/2a:p(Bs )CK(R) 

CK(Bs )CJ(Bs )/(CK(Ip))dBs 
2 

= Ttp / 2/(f P(p/2) )f Bs >Oesp(-Bs) \Bs \a-(p+l)/2cxp(Bs )CK(R) 

(E 0 gK~JC0 (Bs) )/(CK(Ip))dBs. 

Deur term-vir-term te integreer na Bs wat toelaatbaar is, 

volg die integraal (Sugiyama (1966)) 

3 •4 •2 J Bs )Oesp(-Bs) \Bs 1a-(p+l)/2cx.p(Bs )C 0(Bs )dBs 

2 I -
= fp(p/2)fp(a)(a) 0c0(Ip)/nP 2, 

en dus die hulp-stelling. 

Stelling 3.4.1/ • • • 
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Stelling 3.4.1 

Indien A""vW(L:,m) en B......,W(L:,n,G), Q van rang p, word die 

verdelingsfunksie van T=spV gegee deur 

3.4.3 f(T) = fp((m+n)/2)/(fp(n/2)f(mp/2))esp(-G/2)L:kL:KL:jL:JL:o 

gK~J Tmp/2 +j-l(-l)j(m/2)J((m+n)/2) 0CK(Q/2) 

Cs:(I )/((mp/2) .(n/2)KCTT(I )klj.l, T>O. 
u p J , r~ p 

Bewys. 

Die verdeling van T sal gedefinieer word deur die· inverse 

van die Laplace-getransformeerde 

· tT g(t) = E(e- ) = E(esp(-tV)) 

se verdelingsfunksie te neem. Volgens 3.2.1 

3.4.4 g(t) = (l/fp(m/2)1p(n/2)12L:l(m+n)/2)esp(-G/2)f V>O 

IV I (m-p-l) / 2esp( -L:-1B/2) esp(-( ~B1/2L:-1B1/2+t I) V) 

IB\(m+n-p-l)/2
0

F
1

(n/2 ; QL:-1B/4)dBdV. 

Integreer eers na V met behulp van l.3o2, d.i. 

f esp(-(1B1/ 2z:-1B1/ 2+tI)V)lvl(m-p-l)/2dV 
V>O 2 

= rp(m/2)\~Bl/2z:-1Bl/2+trl-m/2 

= f p(m/2)t-mp/2L:jL:J(m/2f JCJ(-t-lL:-1B/2) (sien 1.2.11) 

Substitueer hierdie oplossing in 3.4.4 en integreer na B, d.i. 

die integraal (hierdie integrasie is toelaatbaar) 

f · esp(-L:-1B/2)IB\(m+n-p-l)/2c (-t-lL:-1B/2)C (QL:-1B/4)d~ 
B>O J K • 

Transformeer B~2L: 1/2m:: 112 , J = IL:l(p+l)/2, en integreer 

volgens 3.4.1, d.i. 

3.4.5 JB>Oesp(-L:-1B/2)\B\(m+n-p-l)/2cJ(-L:-1B/2t)CK(GL:-1B/4)dB 

= \2L:l(m+n)/2f esp(-B) \B\(m+n-p-l)/2c (-B/t)C (GB/2)dB 
B>O J K 

= I .... 
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= l2L1(m+n)/2 (-t)-jrp((m+n)/2)CK(G/2)/(CK(Ip))LogK~J 

((m+n)/2) 0C0(Ip). 

3.4.4 is derhalwe 

3.4.6 
0 . 

g( t) = rp( (m+n)/2)/(rp(n/2) )esp(-G/2)LkLKLj2:JLogK,J(-l)J 

t-mp/2 ~-j (m/2) J ( (m+n)/2) 
0 

CK( G/2 )C
0 

(IP );t( n/2 )K 

CK( I )kl j l). 
~ p 

Deur nou gebruik te mank van die Laplace-inverse (sien Con-

stantine (1966)) 

f( T) = (l/2rci)f~~~~ etTg( t)dt · 

en term-vir-term te integreer wat toelaatbaar is, volg die 

integraal 

( l/2ni )Jc+~oo et T t-(mp/2+j) d t 
c-100 

= Tmp/2 +j-l/r(mp/2)(mp/2). 
J 

en dus die stelling. 

Indien G van rang r<p is, volg die verdeling van T 

maklik deur Q 3.4.3 met Qr te vervang. K is dan 'n opsplit-

sing van k in nie meer as r komponente nie. Indien G=O, 

dan is 

f(T) = r ((m+n)/2)/(r (n/2)f(mp/2))L .LJTmp/2 +j-l(-l)j 
p p J 

soos gedefinieer deur Constantine (1966). 

Om die verdeling van S=spZ=spV-l te kan definieer, is 

die volgende hulp-stelling nodig: 

Hulp-stelling 3~4~2 

Bewys,./ ••• 
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Bewys. 

Beskou die integraal wat duidelik konvergent is 

JS>Oesp(-(I+R)S)\s\a-(p+l)/2cK(RS)dS 

= fp(a)\I+R\-a(a)KCK~I+R-l)-1 ). 

Hierdie integraal kan oak as volg beskou word: 

JS>Oesp(-(I+R)S)\sla-(p+l)/2cK(RS)dS 

= LjLJ f S>Oesp(-S)\sla-(p+l)/2(-l)jCJ(RS)Cy(RS)dS 

= LjLJL6gK~J(-l)j/(j!) JS>Oesp(-S)\sla-(p+l)/
2
c6(RS)dS 

= LjLJL6gK~J(-l)jrp(a)(a)6C6(R)/jl. 

Stel hierdie twee oplossings gelyk en die hulp-stelling volg. 

Stelling 3.4.2 

Indien A-....W(I:,m) en B"WW(Z::,n,G), G van rang p, word die 

verdelingsfunksie van S=spv-l gegee deur 

3.4.8 f(S) = rp((m+n)/2)/(fp(m/2)f(np/2))esp(-G/2)LkLKLjLJI:o 

gK~JsnP/2 +k+j-l(-l)j(n/2)0((m+n)/2) 0CK(G/2) 

c6(I )/(n/2)v(np/2)k+.CK(I )klj~, 8)0. p L J • p 

Bewys. 

Aangesien die karakteristieke wortels van v-1:::B112A-1B1/
2 

dieselfde is as die karakteristieke wortels van A-l/2BA-l/2, 

stel Z = A-l/2BA-l/2'. Dus spZ = spv-1 • Aangesien die karak-

teristieke wortels van Z onafhanklik is van die transformasies 

A~ 2z:: 112 Az:: 112 en B~ 2z::112Bz:: 112, kan die Laplace-getransfor-

meerde funksie van S=spZ geskrywe word as 

3.4.9 g(t) = E(e-t3
) = (1/rp(m/2)rp(n/2))esp(-9/2)f Z>J A>O 

\z\(m-p-l)/2 \A\(m+n-p-l)/2esp(-A)esp(-(A+tI)Z) 

OFl(n/2 ; GA1/ 2zA112/2)dAdZ. 

Die integraal/ ••• 
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DiG integraal na Z is naamlik 

3.4.10 f 2> 0 jzj(n-p-l)/2esp(-(A+tI)Z)CK(A1/ 2GA1/ 2z/2)dZ 

= rp(n/2)jA+trj-n/2(n/2)KCK(A1/ 2GA1/ 2(A+tI)-1/2) 

= r p ( n/ 2) t-np/2 jtA+I1-n/2( n/2)KCK( G( I+tA-l)-l /2) 

Derhalwe is 

3.4.11 g(t) = (1/r (m/2))t-np/2esp(-G/2)JA 
0

esp(-A)IAl(m+n-p-l)/2 
p . > 

LkLK(n/2)KitA+r1-nl2cK(G(I+tA-1 )-1/2)J(n/2)y.kl) 

dA. 

Daar bestaan 'n ortogonale matriks M sodanig dat 

M'AM =As = diag(a1,--,ap). 

dA =a (As )dAsd(M). Stel A=MA~M' in 3.4.11 en maak gebruik " p 
van 1. 2. 7 en 1. 2 .8. Dan 

2 
3.4.12 g(t) = nP 12/(r (p/2)r (m/2))t-np/2esp(-G/2)LkLK 

p p •" 

J As >Oesp(-As ) I As I (m+n-p-l) / 2ap (As ) I tAs +I 1-n/2 

CK(G/2)CK((I+tAs-l)-1Xn/2)K/((n/2)KCK(Ip)kl)dAs • 

Volgens 3.4.7 is 

ltAs+Ij-n/2(n/2)KCK((I+tAs -l)-1 ) 

= LjLJLogK~J(n/2) 0 (-l)jC0 (As/t)/jl 

indien R daur As/t vervang word. Derhalwe kan 3.4.12 geskry-

we word 

g(t) ~ nP
2

12;crp(p/2)rp(m/2))t-np/2esp(->l/2)LkLKLjLJE6gK~J(-l)j 

(n/2) 0 CK(G/2)/(n/2)K~K(Ip)k.~jl)f As>Oe·sp(-As) !As l(m+n-p-l)/2 

Integreer na As met behulp van 3.4.2. Dus 

3.4.13 g(t)/ ••• 
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3.4.13 g(t) = rP((m+n)/2)/(rP(m/2))esp(-G/2)EkI:KL:jI:JL:ogK~J 

(~l)jt-(np/2 +k+j)(n/2)
0

((m+n)/2)
0

CK(G/2)C
0

(IP) 

((n/2)KCK(Ip)kljl)-l. 

Neem die Laplace-inverse met 

(l/2ni)Jc+~m etst-(np/2 +k+j)dt 
C-lCD 

= snp/2 +k+j-1/r(np/2 +k+j) 

en die bewys is voltooi. 

Indien Q van rang r_0) is, is die verdeling van S voor 

die hand liggend. 

Constantine (1966) definieer egter die verdeling van S in 

terme van Laguerre-polinome, naamlik 

3.4.14 f(S) = ! ((m+n)/2)/(r (m/2)f(np/2))esp(-9/2)I:kEK(-l)k p p ~ 

snp/2 +k-l((m+n)/2)KL~(G/2)/(np/2)kkl 

waar V=(n-p-1)/2 en L~(Q/2) 'n Laguerre-polinoom is met voor­

skrif 

J is 'n opsplitsing van j in nie meer asp komponente nie en 

a 1 n konstant wat volg uit die verwantskap K,J 

Die waarde aK,J is deur Constantine (1966) getabuleer vir 

k==l(l)6. 

Indien 3.4.3 met 3.4.8 vergelyk word, volg 'n redelike 

mate van ooreenkoms, maar dit lyk nie of 'n algemene reel 

bestaan waaruit die een verdeling uit die ander herlei kan 

word nie. 

Omdat spV = spL(I-1)-l en spv-l = spL-1 (I-L) is die ver­

delings van spL(I-L)-l en spL-1 (I-L) dus ook bekend. 

3.5 Die verdeling/ ••• 
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3.5 Die verdeling van Vin terme van onafhanklike beta-ver­

delings van die tweede soort. 

Beskou die verdeling van V indien Q van rang r<p is soos 

gedefinieer in 3.2.6, d.i. 

indien die konstante term geignoreer word. 

Stelling 3.5.1 

Indien V""'li-~ 2 (m/2,n/2,Qr/2), r<p, kan die verdelingsfunk­

sie van V geskrywe word as 

3.5.2 
~p ~i-1 

= f1(v1.2)I li=r+1f1t~1>112~1 

f .. ( z .. ) 
lJ lJ 

waa r V 1 • 2 ( rxr ) "'-' ~ 2 ( m/ 2 , n/ 2, Q r/2 ) , 

s 1 ....... ~2 (m/2,(n+l-i)/2) en 

z .. --.... ~ 2 ( ( m-i+ j) /2, 1/2). 
lJ 

Bewys. 

Onder die opspli tsing V ~ ( V11 Vl2) , 

V21 V22 

v11 van orde r, 

volg dat 

l1+vl = l1+v22 1 \1+v1 •2 1 

waar vl.2 = v11-V12(I+V22)-1V21· J(Vll~ vl.2) = 1. 

\vi = lv22l lv1.2-v12CI+V22)-1V22-1v21l 

= Iv 22 I Iv 1. 2-UU' I 

(( )-1 -1)1/2 waar U = v12 I+V22 v22 • 

J(V12~U) = \(I+V22 )-1v22-l\-r/2 (sien 2.6.4) 

= \I+V221r/2\V22lr/~. 

Die verdelings-/ . '" . 
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Die verdelingsfunksie van V (3.5.1) kan dus geskrywe word 

f(V)<X esp(-G/2)lv -UU' \(m-p-l)/21I+V 1-(m+n)/21v l(m-p+r-l)/2 
lc2 1.2 22 

I 1-(m+n-r)/2 ( ( )/2 • / • ( )-1; ). I+V22 1F1 m+n , n 2 , Gr I+V1 •2 2 • 

J ( u~ T) = Iv l .. 
2

1 ( p-r) / 2 • Dus 

3.5.3 f(V)ocesp(-·G/2)\V \(m--r-l)/2 \I+V 1-Cm+n)/2 
1.2 1.2 

3.5.4 

waar 

1F1((m+n)/2 : n/2 ; Gr(I+v1 •2)-1/2) 

\v ')\(m--(p-r)-1)/2\I+V 1-(m+n-r)/2 
2~ 22 

\I-TT' l(m-p-1)/2, 

v1 2 (rxr)~~Pr(m/2,n/2,G /2) • ~ r 

V 22 ( p-rxp·-r)--., ~ 2 ( m/2, ( n-r) /2) 

en f3(1')«\I-TT 1 1Cm-p-l)/2 ,. 

Beskou die verdeLLng van T( rxp-r). 

Laat T = (T1 ,T2 ,--~Tp-r)' dan 

I I-TT' I = I I-~2=k=~ TkTk' I 
p-·r--1 

= I-r~=l TkTk' 

T' p-r 

Tp-r j .. 
1 . 

= \ I-2=p-r--lT T 'I ( 1-T' ( I-2=p-r-lT T ')-1 T ) • 
k=l k k p-r k=l k k p-r 

Laat D = (I-2=p-r-lT T ')-l/2T 
p-r k=l k k p-r' 

J(T -j>D ) = \I-2=p-r-lT T 1 \
112 dan 

p-r p-r k=l k k ' 

II-TT'\ = \I-2=kp-1r-lTkTl '\(1-D' D ). Deur \I-LkP:_
1
r-lTkTk' \ = c p-r p-r 

nou te beskou en die prosedure te herhaal, volg dat 

3 ~ 5. 5 I I-TT I I=/ ••• 
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3.5.5 I I-TT' I 
-p-r-1 

= I \ . 1 ( 1-D. 'D. ) ' Dl = Tl. l= 1 1 

3 • 5 • 6 J ( T~ D ) = -\ l~-r-1(1-D. 'D. )(p-r-i)/2 
l=l 1 1 

1/2 1/2; 1/2 1/2 Y·1 •• y. 1 (l+y.l) •• (l+y. ) i i,r- i ir 

met 

J(Di~ Yi) = -l/2(l+yi1 ) 3/
2 

0 --- O 

-yill/2/2(l+yil)l/2(l+yi2)3/2 ___ 0 

- - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
1/2 . 1/2 . 

-yil • ·Yi,r-1 
1/2 3/2 2(l+yil) •. (l+yir) 

= (-l/2)r-\ I~ ly .. (r-j)/2/(l+y .. )(r-j+3)/2. 
J= lJ lJ 

Dus 

3.5.7 J(D"'Y) = (-l/2)r(p-r)-\ \~=~-\ \~=lyij(r-j)/2/(l+yij)(r-j+3)/2 
-r 

waar Y = (Y1 ,--,Y ). p-r Aangesien (1-D. 'D.) = I\. ly .. /(l+y .. ), 1 1 J= lJ lJ 

volg saam met 3.5.5 dat 
-p-r-1 

3.5.8 \I-TT 1 \ = \\. l (1-D.'D.) 
l= 1 1 

-p-r--r 
= \ \. 1 1 \. 1y .. /(l+y .. ) l= J= lJ ' lJ 

en saam met 3.5.6 en 3.5.7 dat 

3 • 5 • 9 J ( T-i> Y ) = J ( T--i> D) J ( D-?ti Y ) 

-p-r-r I ~\v 
= (-l/2)r(p-r)l li=ll \j=lyij(p-i-j) 2/(l+yi,-r-~ 2 

Die verdelingsfunksie van T kan derhalwe geskrywe word as 

3.5.10. f3( T)=g(Y)oc-\ I~=~-\\ ~=lyij (m-i-j-1)/2/(l+yij )(m-i-j+2)/2 

-p-r-r 
= I \i=1 \ lj=1 ~ 2 Cyij ; (m-i-j+1)/2,1/2). 

Beskou/ ••• 
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Beskou nou die verdeling van v22 soos dit voorkom in 

3.5.4, naamlik v22 """~ 2 (m/2,(n-r)/2). 

Om aan te toon dat die verdeling van v22 geskrywe kan 

word as die produk van onafhanklike beta-verdelings van die 

tweede soort sal van 3.5~4 gebruik gemaak word. Vir geriefs-

halwe sal die verdeling van V in die sentrale geval beskou word 

deur Gr nul te neem. Die verdeling van v22 kan dan maklik 

gevind word deur p met p-r en n met n-r te vervang. Indien 

G =0, r Stel r=l, dan 

volgens 3.5.4 is 

f(V) = f 1(v1 . 2 )f2(v22 )r3(T), d.i. 

~ 2 (V(pxp); m/2,n/2) = ~ 2 (v1 • 2 ; m/2,n/2)~2 (v22(p-lxp-l);m/2,(n-l)/2 
-p-1 
I li=1 ~ 2 (Yi1 ; (m-i)/2,1/2). 

Dus 

~ 2 (v22(p-lxp-l); m/2r(n-l)/2) = ~ 2 (v2 • 3 ; m/2,(n-1)/2) x 

-p-2 
~ 2 ( v 3 3 ( p-2 xp- 2 ) ; m/ 2 ' ( n- 2 ) I 2 ) I_ I i = 1 ~ 2 ( y i 2 ; ( m- i ) I 2 ' 1I2 ) 

~ 2 (v33 {p-2xp~-2); m/2_,(n-2)/2) = ~ 2 (v3 • 4 ; m/2,(n-2)/2) x 

-p-3 
~ 2 (v44 (p-3xp-3); m/2,(n-3)/2)\ li=l~ 2 (yi 3 ;(m-i)/2,l/2) 

~ 2 (Vp-l,p-l(2x2); m/2~(n-p+2)/2) = ~ 2 (vp-l.p ; m/2,(n-p+2)/2) 

~ 2 (vpp ; m/2,(n-p+l)/2)~ 2(yl,p-l; (m-1)/2,1/2) 

waar V .. 
ll 

en v .. 
1 l.l+ 

Dus 
-p-1 

3.5.11 ~ 2 (V(pxp); m/2,n/2) = I li=l~2 (vi.i+l; m/2,(n-i+l)/2) x 

-p-1-p-j 
~ 2 (vpp; m/2,(n-p+l)/2)1 \j=l\ \i=l~ 2 (yij;(m-i)/2,l/2). 

Vervang/ ••• 
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Vervang p met p-r en n met n-r dan kan die verdelingsfunksie 

van v22 (p-rxp-r) geskry_we word as 

3.5.12 S2(v22 (p-rxp-r); m/2,(n-~r)/2) 

~p-r . ~p-r-1--p-r-j 

=c.l\i=lS2(si; m/2J(n-r-i+l)/2)J\lj=l lli=l P2(tij; 

(m-i)/2~1/2)n 

Die skalar-veranderlikes s. en t .. is ingevoer om aan te to on 
l lJ 

dat hulle verskil van die in 3.5~11. 

Kombineer die resultaat 3.5al2. met 3.5.10 dan 

-p 
3.5.13 f 2(v22 )f3(T) = [\ li=r+lp2(si ; m/2,(n-r-i+l)/2)] x 

-..;....p-r-1--p-r-j 
C\lj=J. \li=l S2(tij; (m-i)/2,1/2)J x 

-p-r-r , 
C\ \i=1 \ \j=lp2(yij; (m-i-j+l)/2,1/2)J. 

Dit kan nou aangetoon word dat die produk van die laaste twee 

terme in vierkante hakies geskrywe knn word as 

-p-r-l~p-r-j -p-r--r 
C\\j=l \\i=l P2(tij; (m-i)/2,1/2)JC\\i=l\\j=lS2(yij • 

(m-i-j+l)/2,1/2) 
-·-p -·-i--1 

= lli=r+ll\j=lS2(zij; (m-i+j)/2,1/2) 

waar z .. 'n ander veranderlike aandui. 
lJ 

3.5.,13 word derhalwe 

-p 
3.5.14 f 2(v22 )r3CT) = \ \i=r+l~ 2 (si ; m/2,(n-i+l)/2) x 

--i-1 
\\_,_1 ~~ 2 (z ... ; (m-i+j)/2,1/2). 

J-- l cl 

Substitueer hierdie resultaat j_n 3.5ft4 en die stelling is bewys. 

Stelling 3 .• 5,2 

Indien v.-vS 2(m/2 1 n/2,Gr/2), r<p, dan kan die verdelings­

funksie van \v\ geskrywe word as 

3.5.15 f ( I v I ) = f
1 

( I v
1

··· 2 1 ) TT~ 
1 
f. ( x. ) 

.. i=r+ i i 

Bewys .. 

Volgens 3~2.8 :Ls 
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E\vlh = r (m/2 +h)f (n/2 ~h)/(r (m/2)f (n/2))esp(-Q /2) 
p p p p r 

= r (m/2 +h)f (n/2 ~h)/(r (m/2)r (n/2))esp(-9 /2) r r r r r 

--p 

1F1(n/2 -h ; n/2 ; Gr/2)\ li=r+l[r((m-i+l)/2 +h) 

r( (n-i+l )/2 -h)/(r( (m-~i+l )/2)r( (n-i+l)/2) J 

aangesien r(a+h)f(b-h)/(r(a)f(b)) = Jx>Oxh~2(x; a,b)dx 

en Elv1 •2 \h na analogie van 3~2~4 volg~ 

Die verdeling van lr+vl-l kan op 'n soortgelyke wyse be~ 

skou word, maar aangesien lr+vl-l = lr-1\ wat reeds in para­

graaf 2.6 aandag geniet het, sal dit nie weer beskou word 

nie. 
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HOOFSTUK IV. 

DIE NIE-SENTRALE MEERVER!>NDERLIKE DIRICHLET-VERDELINGS. 

4.1 Inleiding. 

Jn hierdie hoofstuk word die gesamentlike verdeling van 

( )-1/2 ( )-1/2 . 1. = I:.A.+B A. I:.A.+B , J=l,--,q, 
J J J J J J 

ondcrsoek asook die gesamentlike verdeling van 

-l/2A B-1/2 ._1 V . = B . , J - , -- , q • 
J J 

In 4~2 word die gesamentlike verdeling van 11 , , 1q gede­

finiecr vir die gevalle A .""-'W(L:,m.) (j=l,--,q) en B'VW(I:;n,Q), 
J J 

Q van rang rs_p, en A.'""-'W(l: 1 ~m.) en B-x.-W(l:2,n). In 4.3 word 
J J_ 

die asimptotiese verdeling van \ \ . \L. \ gevind in beide die ge-
J J 

valle. In 4.4 word die gesamentlike verdeling van v1 , --,Vq 

gedefinieer indien A.""""W(I:,m.) en B...._..W(L:,n,Q), Q van rang 
J J 

rs_p. In 4o5 word die eksakte verdeling van.sp(l:jVj) afgelei. 

van die eerste soort. 

Stelling 4.2.1 

Indien Aj!"'\.,IW(l:,mj)' j=l,--,q, en B"VW(~,n,G), Q van 

rang p, word die gesamentlike verdelingsfunksie van 11 , , 1q 

gegee deur 

4.2.1 f(1
1
,--,1) = (1/r (n/2)Tf.r (m./2))\2L:\-(m+n)/2esp(-G/2) 

q p J p J -

-\ \. \1. \ (mj-p-1)/2\ I-l: .1. \ (n-p-l)/2{T oesp(-L:-lT/2) 
J J J J ' > 

\T\(m+n-p-l)/20Fl(n/2 ; QL:-1Tl/2(I-L:j1j)Tl/2/4)dT, 

m=l:.m., I-L:.1.)0, 0<1.<I. 
J J J J J 

Bewys. 

Die gesamentlike verdelingsfunksie van A1 , 

B word gegee deur 

f(A1,--,A ,B)/ ••• q 
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f(A1 ,--,Aq,B) = (l/fp(n/2)-l ljrp(mj/2))l22:l-(m+n)/2esp(-Q/2) 

esp(-2:-1(2:.A.+B)/2)-\ I .IA.\(mj-p-l)/2 \Bl(n-p-l)/2 
J J J J 

m=l: .m .• 
J J 

Integrasie na T in 

die gesamentlike verdeling van 111 

ling. 

1q en T lewe~~die ·stel-

Die verdeling 4.2.1 word geklassifiseer as 'n nie-sentra-

le meerveranderlike dirichlet.-verdeling van die eerste soort 

van volle rang, .met andere woorde (sien Troskie (1966)) 

11 , 12, --, 1q""-D1 (m1/2,--,mq/2,n/2,G/2). 

h-de momente van 11 . I 1. \ en I I-2: .1. \ kan ui t 
. J J J J 

Die 4.2.1 

gevind word deur gebruik te maak van die volgende integraal: 

4.2.2 f-:.-f-\ \. \L. laj-(p+l)/2
1 I-2: .L .1b-(p+l)/2cK(R(I-2: .L.)) 

0 J J JJ .. JJ 

11 .dL. 
J J 

= 11.r (a.)r (b,K)/r (a+b,K)•CK(R), a=l:.a .• 
J p J p p . J J 

Hierdie integraal kan uit 4.2.1 herlei word, maar word in 

4.4 bewys. Indien j=l volg 2.2.2. 

Deur eers met betrekking tot 11 , 12 , --, Lq te integreer 

volgens bostaande integraal en dan na T volgens 1.3.4 volg 

dat 

4.2.3 E-11.\1.\hj = -11.r (m./2 +h.)/(r ((m+n)/2 +h)-11.r (m./2)) 
J J J p J J p J p J 

l22:l-(m+n)/2esp(-G/2)f esp(-2:-1T/2)\Tl(m+n-p-l)/2 
T>O 

0F1 ((m+n)/2 +h ; G2:-1T/4)dT 

= r'((m+n)/2)11.r (m./2 +h.)/(r ((m+n)/2 +h) 
p JP J J. p 

11.r (m./2))esp(-G/2) 1F1((m+n)/2; (m+n)/2 +h;G/2), 
J p J . 

h=l: .h.' 
J J 

en/ ••• 
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4.2.4 El I-L .L. lh = r (n/2 +h)f ((m+n)/2)/(r (n/2)r ((m+n)/2 +h)) 
J J p p p p 

esp(-Q/2) 2F2(n/2 +h,(m+n)/2 ; n/2,(m+n)/2 +h;G/2). 

Laasgenoemde resultaat is dieselfde as die van 2.2.4. 

Afleiding 4.2.1 

Indien A. ""'·W( L ,m.), j=l ,-- , q, en B-vW( L, n, Q), Q diago-
J J 

naal en van rang r<p, word die gesamentlike verdelingsfunk-

sie van 11 , 1 2 , --, 1q gegee deur 

4.2.5 f(11 ,--,1 ) = r ( (m+n)/2)/(r (n/2)r ( (m+n)/2) 11 .r (m./2)) q p p r J p J 

121 1-(m+n)/2esp(-9 /2)-11.\1.l(mj-p-l)/2 
r r J J 

I I-L .L. I (n-p-l)/2J esp(-T /2) IT I (m+n-r-l)/2 
J J Tll>O 11 11 

I . 1/2 1/2; 
OFl(n 2 ' QrTll (I-Lj1llj)Tll 4)dTll 

waar m=L.m. en 1J. 
J J ~ ( 

1
11j 

1
12j) 

1 2lj 1 22j 

'n opsplitsing van 1j in sub-

Die verdeling 4.2.5 is die nie-sentrale meerveranderlike 

dirichlet-verdeling van dte eerste soort van rang r, met an-

dere woorde indien Q van rang r~ is, dan is 

11 , --, Lq"'vD1 (m1/2,--,mq/2,n/2~Qr/2). 

Indien r=l volg uit 4.2~5 dat 

D1 (11 ,--Lq;m1/2,--,mq/2,n/2,A/2) = rp((m+n)/2)/(fp(n/2) 

-11 .r (m ./2 )) e-A/2-11 . IL. I (mj-p-l )/21 I-2:: .L. \ ( n-p-l )/2 
JP J J J JJ 

Hierdie resultaat is reeds deur Troskie (1966) afgelei. 

Indien Qr=O volg die sentrale verdeling soos aangetoon deur 

Olkin en Rubin (1964), naamlik 
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D1(L1,--,1 ;ml/2,--,mq/2,n/2) = r ((m+n)/2)/(r (n/2)1 I. 
q p .P J 

r (m ./2)) TT.\ 1 .1 (mj-p-1 )/21 I-L .L .1 ( n-p-1 )/2v 
p J J J JJ • 

Die h-de moment E-\ ljl1jlhj indien Q van rang r<p is, 

kan maklik gevind word uit 4.2.3 en die volgende afleiding 

kan daaruit gemaak word: 

4.2.6 E-\ \ .\1.\hj = r ((m+n)/2)TT.r (m./2 +h.)/(r ((m+n)/2 +h) 
J J p JP J J p 

I ljrp(mj/2))esp(-Qr/2)1F1((m+n)/2;(m+n)/2 +h;Qr/2) 

= r ( (m+n)/2) 11 .r (m ./2 +h. )/(r ( (m+n)/2 +h) 
r J r J. J . r 

I I .r (m./2))esp(-Q /2) 1F1((m+n)/2;(m+n)/2 +h;Q /2) 
J r J r r 

[ 11 .r( (m .-i+l )/2 +h. )/f( (m .-i+l )/2) J 
J J J J 

f((m+n-i+l)/2)/f((m+n-i+l)/2 +h) 

::::: E-11. \111 · \hj -\I. lE-\ I .x .. hj 
J J l=r+ J lJ 

waa r xi 1 , -- ·' xi q""" D1 ( ( m1 - i + 1 ) / 2, -- , ( m q - i + 1 ) / 2 , ( n- ( q-1 ) ( 1- i ) ) / 2 ) 

(sien Wilks (1962)). Dit volg as gevolg van die feit dat 

r( (m+n-i+1)/2) I I .r((m.-i+1)/2. +h. )/(r( (m+n-i+1)/2 +h) I I. 
J J J J 

f((m.-i+l)/2)) = f((m+n-i+l)/2)/(f((n-(q-1)(1-i))/2)\ \. 
J J 

r( ( . 1 )/2)f 1 f -I I (m .-i+1+2h. )/2 -1 m.-1+ --- .x.. J J 
J 0 J lJ 

(1-L.x .. )Cn-(q-1)(1-i))/2 -1-1 \ .dx ..• 
J lJ J lJ 

Uit 4.2.6 volg ook dat 1111 , --, Lllq verdeel is soos 'n nie­

sentrale meerveranderlike dirichlet van die eerste soort van 

volle rang (vergelyk 492.3). 

Stelling 4.2.2 

Indien A . .......,W(L1 ,m.) (j=l,--,q) en B""-W(L2,n) word die 
J J 

verdelingsfunksie van L1 , --, Lq gegee deur 

,. 

L_ 
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4.2.7 f ( Ll, -- , L ) = (1/r (n/2)-1 \ .r (m./2)\2E 1 \ml2 \2E 2 \n/2) 
q p J p J 

-\I. \L. \ (mJ.-p-l)/2 \ I-E .L. \ (n-p-l)/2J esp(-E -lT/2) 
J J J J T>O 2 

\T\(m+n-p-l)/2oFo(-T1/ 2(E1-1-E2-1 )T1/ 2EjLj/2)dT. 

Bewys. 

Die gesamentlike verdelingsfunksie van A. (j=l,--,q) en 
J 

B word gegee deur 

f(A1 ,--,A ,B) = (1/r (n/2)-\ \ .r (m./2)\2E 1 1ml2 \2E 2 \nl2 ) 
q p J p J 

-I \ . \A.\ (mj-p·-l )/2 1 B \ ( n-p-l )/2esp(-( E2-1B+E1 -lE .A.) /2), 
J J J J 

m=Ejmj. Onder die substitusie Lj = T-l/2AjT-l/2 , .T = EjAj+B, 

kan die eksponent term geskrywe word as 

esp( -( E2 -lB+E i -lE -iAJ. ) /2) . 
<) 

= esp(-l
2

[E2-1T1/ 2(I-E.L.)T1/ 2 + E1-lTl/2E.L.Tl/2J) 
J J J J 

( -1 ;·) ( ( -1 -1) 1/2 1/2; ) = esp ~E2 T 2 0F0 - E1 -E2 T EjLjT 2 • 

Integrasie na T in die gesamentlike verdeling van L1 , --, Lq 

en T lewer die resultaat. 

Die volgende integraal kan nie bewys word nie, maar 

die oplossing blyk korr~k te wees: 

4.2.8 f-=-J -\ \ .\1.\(mj-p-l)/2 \I·-E.L.\(n-p-l)/2c (RE.L.) 
0 J J J J K J J 

I I .dL. 
J J 

=[r (n/2)\\ .r (m./2)/r ((m+n)/2)J(m/2)KCK(R)/((m+n)/2)K. p J p J p . . . 

Omdat 4.2. 7 'n verdelin.gsfunksie is, moet integrasie met 

betrekking tot Lj (j=l,--,q) een gee. Deur 4.2.7 eers na 

L. (j=l,--,q) te inte~reer met behulp van 4.2.8 en dan na T 
J 

met behulp van 1.3.4 , wo:;.d 1 verkry. 'n Verdere aan-

duiding dat die integraal korrek is, is dat dit reduseer 

Deur nou gebruik te maak van bostaande integraal volg 

dat/ ••• 
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dat 

4.2.9 E-\ \J.\LJ.\hj = r ((m+n)/2)\ \ .r (m./2 +h.)/(r ((m+n)/2 +h) p J p J J p 

-I\ .r (m./2))\L1-lL2lm/22F1(m/2 +h,(m+n)/2; 
J p J 

( )/2 ·1 -l ) h m+n +h / -L1 L2 7 =L.h .• 
J J 

As q=l reduseer hierdie resultaat tot 2.2.24. 

4.3 'n Asimptotiese verdeling vir -11j\Lj1.J 

Aangesien die h-de moment van 11-L.L.I (4.2.4) dieselfde 
J J 

is as die van 11-11 (2.2.4), word die asimptotiese verdeling 

van 11-L.L.I ook gegee in stelling 2.3.2. 
J J 

Stelling 4.3.1 

Indien Ah"--W(L,m,) (h=l,--,q) en B......,W(L,n,9), Q van rang 
11 

p, word die asimptotiese verdeling van I lhl1hl gegee deur 

4-.3~1 P(-pLhmhlog\Lh\ ~ z+) = Lk=OP(x~k~z~P(k) + esp(-G/2) 

LkLK(P(xik+2~z)-P(x~k~z) )wlkCK(G/2)/k~ + O(m-
2

) 

waar z+= z-Lhppmhlog(mh/2)+ppmlog(m/2), m=Lhmh' 
2 . 

P=l+( n( n~p-1) /m -( Lh ( l/mh )-1/m) ( 2p +3p-l) /6) /( ( p+l )( q-1 )+2n), 

w1k=(-l/p)((l-p+n/m)k + (L.K. 2-L.K.j)/m), fk=p(q-l)(p+l)/2 + 
J J J J 

np +2k, P(k) = esp(-9/2)(sp9)k/k1. 

Bewys. 

Laat W =((m/2)mp/2/-I lh(mh/2)pmh/2)-I lhlLh\mh/2 en 

M = -2logW. Volgens. 4. 2. 3 kan die karakteris tieke funksie 

van pM geskrywe word 

4.3.2 ¢pM(t) = E(w-2itp) = ((m/2)mp/2/-l l(mh/2)pmh/2)-2itp 

E-1 \ \ 1 \ ( - 2 it P) mh/ 2 
. h h 

= I ,,, .. 
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= (f P((m+n)/2)1 lrp(mh(l-2itp)/2)/rp(m(l-2itp)/2 +n/2) 

I \hrp(mh/2))esp(-G/2)1F1((m+n)/2;m(l-2itp)/2 +n/2: G/2) 

= esp(-G/2)L L [((m/2)mp/2/~\ \(m /2)pmh/2 )-2itp 
k K h 

fp((m+n)/2,K)\ \hrp(mh(l-2itp)/2)/fp(m(l-2itp)/2 +n/2 1K)llh 

f p(mh/2)]CK(G/2)/k~ . 

Die term tussen vierkante hakies is nou van die vorm 2.3.1 met 

xh = rah/2, x = m/2~ \lj = (1-j)/2, yj = n/2 +Kj. Vervang dus 

die term met 2.3.2 en ignoreer O(m- 2). Die karakteristieke 

funksie word nou 

4.3.3 <\>(t) = esp(-G/2)LkLK(l-2it)-fk/2(l+T1k(t))CK(G/2)/kl 

+ O(m- 2 ). 

Volgens 2.3.3 is 

4 • 3 • 4 f k = L ~ ( ( q -1 ) ( 1-( l ·- j ) ) + 2 ( n/ 2 + K ) ) 

= p(q-l)(p+l)/2 +np+2k 

en ~olgens 2.3.4 is T1k(t) = w1k((l-2it)-1-l). Die subskrip 

k word gebruik om die k-de term aan te dui. Volgens 2.3.6 is 

4.3.5 w1k = (-l/2p)((l .. -p)fk + n(p(n-p-1)/2 +2k)/m + 

2(l:jKj
2
-Z::jKjj)/m - p(l:h(l/mh)-l/m)(2p

2
+3p-l)/12). 

Kies p sodanig dat w10=0, d.i. 

4.3.6 p = 1 + (n(n-p-1)/m - (l:h(l/mh)-l/m)(2p2+3p-l)/6)i(2n+ 

(p+l)(q-l))o 

w1k kan derhalwe geskrywe word 

4.3.7 w1k = (-1/p)((l-p+n/m)k + (E.K. 2-z::.K.j)/m). 
J J J J 

Omdat l:KCK(Q/2) = (spG/2)k en deur esp(-G/2)(spQ/2)k = P(k) 

te stel 9 kan 4.3.3 geskrywe word 

4.3.B ¢Ct)/ • • • 
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4.3.8 ¢(t) = 2:k(l-2it)-fk/2P(k) + esp(G/2)LkLV((l-2it)-(fk+2)/2 

-(l-2it)-fk/2 )w1kcK(G/2)/k~ + O(m- 2
). 

Deur nou die inverse van 4.3.B te neem, volg 

- PLhmhlog\Lh\ i z) = P(-pLhmhlog\Lh\ ~ z+) 

= 2:kP(x;k~z)P(k) + esp(-G/2)L:k2:Kwlk 

(P(x 2f 2~z)-P(x; ~z))CK(G/2)/kl + O(m-
2

) 
k+ k .· 

+ waar z gegee word in die stelling. Dit voltooi die bewys. 

Indien G van rang r~ is, word G in 4.3.1 vervang deur 

Gr~ Deur q=l te neem in 4.3.1 word die resultaat 2.3.10 ver­

kry. 

§.telling 4. 3. 2 

Indien Ah"-'W(2: 1 ,mh) (h=l,--,q) en B""'-'W(2:2,n) word die 

asimpto t:itse verdeling van 11 h \ Lh \ gegee deur 

4-.3.9 P(-p2:hmhlog\1hl s.. z+) = P(xi~z) + O(rn-.2 ) 

. 2 
waar p = 1 + (n-·p-l)/2rn + 2d/rnp - (2p +3p-l)(r:h(l/mh)-l/m)/12n, 

d = l2:1-lLf 1m/22:k2:Kk(m/2)KCK(I-2:1-l2:2)kl en f = np +p(q-l)(p+l)/2. 

z+ word gegee in die vorige stelling. 

Bewys. 

Ui t 4. 2. 9 volg da t die karakteris ti eke funksie van pM 

(sien bewys van stelling 4.3~1 vir definisie van M) geskrywe 

kan word as 

4~3el0 ¢(t) = \2:1-l2:2lm/ 22:k2:K(m/2)Kgl(t)g2(t)CK(I-L1-lL2)/kt 

waar 

4,3 .• 11 g1(t) = ((m/2)mp/2/-l \h(mh/2)pmh/2 )-2itPrp(m/2) 

I \hrp(mh(l-2itp)/2)/rp(m(1-2itp)/2)\ lhrp(mh/2) 

en 
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Tabel 3. 

VERGELYKING VAN EKSAKTE WAARDES EN CHI-KWADRAAT BENADERING 

VAN DIE ONDERSKEIDINGSVERMOe-FUNKSIE VAN 111 YIR p=2 EN n=lO. 

m 50 100 INF 
·~ ·-· ---·--

Exact --
Exact 2 Exact x2 x ., 

'A - .__/)'• 

2 0.0874 0 .084-1 0.0913 0.0904 0.0961 0.0956 
6 .1910 .1808 . 2092 .2063 • 2319 .2293 

10' .3208 .3053 .3 574 • 3532 .4019 .3970 
16 .5257 • 5158 . 583 t:j .5f-:U3 .6483 .6415 
28 .8283 .8472 .8797 .8853 .9240 .9200 
40 • 9545 .9712 .9765 .9805 • 9f328 .9889 

Tabel 4 

VERGELYKING VAN EKSAKTE WAARDES, CHI-YWADRAAT BENADERING, 

GAMMA-BENADERING EN JACOBI-REEKS BENADPRING VAN DIE ONDERSFEI-

DINGSVERMOe-FUNKSIE VAN \ 1 I VIR p=2 _EN ri-=4 ._ __ 

m=50 Exact x ;?. Gamma Jacobi 
A. -----· 

2 0.1209 0.1196 0.1212 0.1201 
10 .5225 .5201 .5033 .5017 

m=lOO 
2 .12'77 .1254 .1261 .1244 

10 .5545 .5539 .S469 .5388 

Stelling 2.3.2 

Indien A--vW(l:,m) en B-vW(L:,n,9), Q van rang p, dan 

word die asimptotiese verdeling van Ir-LI gegee deur 

2 • 3 • 3 4 P ( -a 1 o g I I-Ii \ ~ z ) = P ( x ~ ~ z ) + 0 ( n -
2 

) 

waar a=n+(m-p-1)/2 + 2d/p, d = sp(G/2) en f =mp. 

Bewys. 

Stel V = II-Lln/2 en M = -2logV. Die karakteristieke 

funksie van pM word dan volgens 2.2.4 gegee deur 
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4.3.12 g2(t) = r (m(l-2itp)/2,K)r ((m+n)/2,K)/(r (m/2,K) p p p 

I'p(m(l-2itp)/2 +n/2,K). 

Die voorskrifte 4.3.11 en 4.3.12 is in die vorm 2.3.1. 'n 

Vergelyking van 4t3.ll met 2.3.1 toon dat xh = mh/2, Vj=(l-j)/2, 

Yj=O. Die funksie g1(t) kan derhalwe geskrywe word 

g1(t) = (l-2it)-fl/2(1 + w
11

((1-2it)-1-l)) + O(m-2 ) 

met f 1=p(q-l)(p+l)/2 en w11=(-l/2p)((l-p)f1-p(Lh(l/mh)-l/m)• 

(2p2+3p-l)/12). Dit blyk dat g1(t) onafhanklik is van k. 

'n Vergelyking van 4.3~12 met 2~3.1 toon dat x=m/2, y.=n/2, 
J 

V.=(1-j)/2 +K.. Die funksie g 2(t) kan derhalwe geskrywe word 
J J 

g 2(t) = (l-2it)-f2/2(1 + wl 2((1-2it)-1-l)) + O(m- 2 ) 

net f 2=np en w12=(-l/2p)((l-p)f2 + n(np-p 2+4k-p)/2m). Dit 

blyk dat g2(t) afhanklik is van k. Deur nou die produk 

g1(t)g2(t) van die twee funksies te neem en orde terme O(m- 2 ) 

te ignoraer, word die volgende vekry: 

waar 

4.3.14 f = f 1+f2 = np+p(q-l)(p+l)/2 

en 

4.3~15 wlk = w11+w12 

= (-l/2p )( ( 1-p) f + n( np-p 2 +4k-p) /2m - p(I:h ( l/mh) 

2 -l/m)(2p +3p-l)/12. 

Na substitusie van 4.3.13 in 4,.3.10 volg 

4.3.16 ~(t) = (l-2it)-r/2 + ((l-2it)-(r+2 >! 2-(l-2it)-f/2 ) 

\I:1-lI:2\m/2I'.kI:K(m/2)KwlkCK(I-I:1-lI:2)/k~ + O(m- 2). 

Kies p sodanig dat w1d=0 (d enige heelgetal), d.i. 

2 p = 1 + (n-p-l)/2m + 2d/mp -· (2p +3p-l)(I:h(l/mh-l/m)/12n. 

w1k kan nou geskrywe word 
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4.3.18 w1k = n(d-k)/mp. 

Dit blyk dus dat, indien 

483019 d = \E1-lE2\m/2EkEKk(m/2)KCK(I-E1-lE2)/k~, 

die tweede term in 4.3.16 nul is. Die karakteristieke funk-

sie kan derhalwe gcskrywe word 

4.3.20 $(t) = (l-2it)-f/2 + O(m- 2 ) 

indien p gekies word soos gegee in 4.3.17. Deur nou die in­

verse van 4.3.20 te neem, volg die stelling. 

4 " 0 '+ Die nie-sentrale meerveranderlike dirichlet-verdeling 

van die tweede soort. 

Stelling 4.4.1 

4.4.1 f(V1 ,--,Vq) = (I"'P((m+n)/2)/rp(m/2)\ \jrp(mj/2))esp(-Q/2) 

ll. \ V. I (mj-·p-l )/2 \ I+E. V. \-(m+n)/2 F ( ( m+n)/2 • 
J J JJ 11 ' 

n/2 ; Q(I+E .v.)-1/2), VJ.)0. 
J J 

Bewys. 

Die gesamentlike verdeling van A1 , A2, --, Aq en B is 

f(A
1

,--,Aq,B) = (l/fp(n/2)_\_\ jrp(mj/2)) \ 2I\-(m+n)/2esp(-Q/2) 

~\ \j\Aj\(mj-p-l)/2 \Bl(n-p-l)/2 esp(-(EjAj+B)/2)
0

F
1
(n/2; 

QB/ 4). 

~ - -1/2 -1/2 
La~t vj - B AjB ' 

J(A1 ,--,Aq~V1 ,--, Vq) = 
delin6sfunksie van vl, 

J(A.~V.) = \B\(p+l)/2 • Dus 
J J 

\Blq(p+l)/2
0 Die gesamentlike ver-

, Vq en B word derhalwe gegee deur 
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4.4~2 f(V1 ,--.v ,B) = (1/r (n/2)~1 I .r (m./2))\2r\-(m+n)/2 
' q p J p J 

esp(-Q/2)~\ I .\v.l(mj-p-l)/21Bl(n-p-l)/2esp(-(L.V.+I)B/2) 
J J J J 

m=L .m . ., 
J J 

Integrasie na B met behulp van 1.3.4 lewer die stelling. 

Die verdeling 4.4.1 word geklassifiseer as 'n nie-sen-

trale meerveranderlike dirichlet-verdcling van die tweede soort, 

d.ie V1 , --; Vq"'-"D2(m1/2,--,mq/2,n/2,G/2). 

Indien Q=O, d.io die sEmtrale gevr.'cl, word die verdeling 

(Olkin en Rubin (1964)) 

D2(v1 ,--,Vq ; m1/2,--,mq/2,n/2) = fp((m+n)/2)/(rp(n/2)\ \j 

rp(mj/2) )-11 j lvj I (mj-p-l)/2
1 I+Lj vj 1-(m+n)/2·• 

Uit 4.4.1 volg dat 

4.4e3 f ----f-11 . \ V. I (mj-p-l )/21 I+L. V .1-(m+n)/2c ( G( I+L. V. )-l /2) 
Vj>O J J J J K J J 

11 .dV. 
J J 

= rp(n/2?K)\ ljrp(mj/2)/(rp((m+n)/21'K))CK(G/2). 

Dus 

4.4.4 El I .lv.lhj = r (n/2 -h)l I .r (m./2 +h.)/(r (n/2) 
J J p J p J J p 

I I .r (m./2))esp(-G/2) 1F1(n/2 -h ; n/2 ;G/2), 
J p J 

h=L: .h., en 
. J J 
. h . 

4.4.5 EII+L.v.1- = r (n/2 +h)I' ((m+n)/2)/(r (n/2)I' ((m+n)/2 +h)) 
JJ p p p p . 

ur(-e/a.) 2F2(n/2 +h, (m+n)/2 ; . (m+n)/2 +h,n/2 ; G/2). 

Laasgenoemde resultaat. is dieselfde as die van 3.2 .. 9. 

Substitueer in 4.4.3 

( )-1/2 ( )-1/2 V. = I-L .L. L. I-L .L. , I+L. V. = 
J JJ J JJ JJ 

Die jakobiaan van die transformasie is 

= lr-L:.1.1-(p+i)(q+l)/2 
J J 

wat as volg/ • • • 
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wat as volg bewys kan word: (Sien Anderson (1958), bls. 162) 

J = l a < vi ' -- ' v g ) I 
d(L1,--,Lq)t 

_ D1(11 ,--,1q ; m1/2,--,mq/2,n/2) 
- D2(v1 ,--,Vq ; m1/2,--,mq/2,n/2) 

-11 .11. I (mj-p-l)/2 1 I-E .L. I (n-p-l)/2 
= ~~.~~--~~~---""--~~~~-

-11. 1v.1 < m j - p - l) / 21r+E.v.1 - ( m + n) / 2 
J J J J 

= \I-E.1.\-(p+l)(q+l)/2~ 
J J . 

Aangesien O<L-<I (j=l,--,q) kan 4d4.3 geskrywe word as 
J 

4 .. 4.6 J-l-J -I I .\1.1<mj-p-l)/21I-E.L.l(n-p-l)/2c (9(1-E.L.)/2) 
0 J J J J K . J J 

11 jdLj 

= r (n/2,K) 11 .r (m./2)/(r ( (m+n)/2) )CK(G/2) p J p J p . 

Afleiding 4. 4 .1 

Indien A.,...,...W(I,m.) (j=l,--,q) en B"-W(I,n,G), g diago-
J J 

naal en van rang r<p, word die gesamentlike verdelingsfunksie 

van V 11 -·-, V q gegee deur 

4.4.7 f(V1 ,--.V ) = r ((m+n)/2)/(r (n/2)11.r (m./2))esp(-G /2) 
'q P P JP J _ r 

-11 . IV. I (mj-p-l )/2 1 I+E. V .1-(m+n)/2
1

F
1

( (m+n)/2 • 
J J J J ' 

. n/2 ; Qr(I+N1 ~ 2 )-1/2) 

waar N1 •2 = N11-N12 (I+N22 )-1N21 , N11 van orde r, onder die 

opsplitsing 

N = ( Nll Nl2) = ( EjVllj E/12j) • 

. N21 N22 EjV2lj EjV22j 

Bowys. 

Die bewys is soortgelyk as die van 3.2.2. 

Die verdeling is 'n nie-sentrale meerveranderlike dirich-

let--verdeling van die tweede soort van rang r, d.i. 

indien/ ••• 
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indien G van rang r is. Indien r=l, d.i. die line~re geval, 

is die verdeling 

D2(v
1

,--,Vq ; m1/2,--,mq/2,n/2,i\./2) 

= r ((m+n)/2)/(f (n/2)-1 I .r (m./2))e-i\./2-\ I .lv.\Cmj-p-1)/2 
p p J p J J J 

II+I:jvjl-(m+n)/2
1

F
1

((m+n)/2; n/2; i\.(l+n1 • 2 )-
1
/2), G1=i\., 

soos gedefinieer deur Troskie (1966). 

Die h·~·de moment van \I . \ V. I kan sondermeer ui t 4.4.4 her­
J J 

lei word indien G van rang r<p is, en is naamlik 

4.408 E-1 I .lv.lhj = r (n/2 -h)-1 I .r (m./2 +h.)/(r (n/2) 
J J p J p J J p 

\I .r (m./2))esp(-G /2) 1F1 (n/2 -h ; n/2 ; Q /2) 
J p J r . r 

= r ( n/ 2 -h ) \ I . r ( m . I 2 + h . ) I ( r ( n/ 2 ) 
r J r J J r 

\ \ .r (m./2))esp(-Q /2) 1F1 (n/2 -h ; n/2 ; Q /2) 
J r J r r 

-p -
11. 

1
[r((n-i+l)/2 -h)l \ .f((n.-i+l)/2 +h.)/ 

l=r+ J J J 

(f((n-i+l)/2) 11.f((m.-i+l)/2)) 
J J 

- -p -
= E 11 . IM . \ h j. 11 . lE I \ . y .. h j 

J J i=r+ J lJ 

waar M
1

, --, Mq'°"""D2(m1/2,--,mq/2,n/2,Gr/2) (Mj van orde r) 

en y il ,--, y iq'°""' D2( ( L11:-i+l )/2? --- 1 ( mq-i+l )/2, ( n-i+l )/2). 

Laasgenuemde resultaat volg as gevolg van die feit 

f((n-i+l)/2 +h)I \ .I'((m.-i+l)/2 +h.)/(f((n-i+l)/2)11.r((m.-i+l)/2)) 
J J J J J 

= f- - -J-11 .y .. hj D2(y. 1 ,--,y. ; (m1-i+l)/2,--,(mq-i+l)/2, 
y .. )0 J l J l iq 

lJ 

cn-i+1)/2) 11 .dy ..• J lJ 

4.5 Die verdeling/ ••• 
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Die verdeling van r,~ 1spV .. 
J= J 

4.5 

Stelling 4.5.1 

Indien A."'vWO::,m.) (j=l,--,q) en B"'vW(l:,n,9), Q van rang 
J J 

p, word die verdelingsfunksie van L:.spV. = P gegee.deur 
J J . 

4.5.1 f(P) = rp((m+n)/2)/(rp(n/2)r(mp/2))esp(-Q/2)L:kl:KL:jl:JL:6 

gK~JpmP/2 +j-l(-l)j(m/2)J( (m+n)/2) 6cK(Q/2)Cc,( IP) 

((mp/2).(n/2)rrCK(I )k~jt)-1 , P>O, J r. • p 

waar m=l:~ 
1

m .• 
J= J 

Bew~ 

Aangesien spV. invariant is ·ten opsigte van die trans­

formasies A . ....::> L: 1/ 2~ .L:1/ 2 en J3-:-) L: 1/ 2BL: 1/ 2, beskou l:=I. 
J J 

Volgens 4.4.2 kan die Laplace-getransformeerde funksie geskry-

we word 

g(t) = E(esp(-tl:jVj)) 

= esp(-0/2)(1/(r (n/2)-11 .r (m./2) l2r l+(m+n)/2))f v->of 
p J p J p . j 

f B>O TT j IV j I (mj-·p-l )/2 1 BI (m+n-p-l )/2esp(-B/ 2) 

esp(-(12~B+tI)L:.V.) 0F1 (n/2; 9B/4)dBTf.dv .• 
J J J J 

Integreer agtereonvolgens na v
1

, v2, --, Vq met behulp van 

1.3.2. Dus 

g( t) = esp(·-G/2)/(rp(n/2) I 2r I (m+n)/2)J B>Oesp(-B/2) IBI (m+n-p-l)/2 

11 1-m/2 C I I 2B+tI 0F1 n 2 ; GB 4 )dB. 

Volgens 1.2.11 is 

l~B+trl-m/2 = t-mp/2L:j=OL:J(-B/2t) 

en deur nou term-vir-terB na B te integreer volgens 3.4.1, 

volg 

4. 5. 2 g( t) =/ .•. 
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4.5.2 g( t) = fp( (m+n)/2)esp(-G/2)/(fp(n/2) )l:kr.Kr.jr.Jr.()gK~J 

t-(mp/2 +j)(-l)j(m/2)J((m+n)/2)
6

cK(G/2)C
6

(Ip) 

((n/2)KCK(Ip)k!j~)-1 . 

Dit is dieselfde funksie soos gegee in 3.4.6. Deur dus die 

Laplace-inverse te neem, volg die stelling~ 

Die volgende gevolgtrekking kan derhalwe gc~aak word in-

dien 4.5.1 met 3,,4.3 vergelyk word: 

As f(spV1.) = f ((m.+n)/2)/(f (n/2)f(m.p/2))esp(-G/2)l:kl:Kl:.l:JE£ 
p 1 p 1 ~ J u 

gK~J(spVi)mip/2 +j-l(-l)j(mi/2)J((m+n)/2) 6CK(Q/2) 

C £ ( I ) / ( ( n/ 2) K ( m. p / 2 ) . CK ( IP) k ! j ! ) , 
u p ~ 1 J ~ 

dan is 

f(l:f=lspVi) = fp((m+n)/2)/(fp(n/2)f(mp/2))esp(-G/2)L.kl:Kl:jl:Jl:() 

gK~J(spr.{=lVi)mp/2 +j-l(•l)j(m/2)J((m+n)/2)
6 

waar m=l:~ 1m .• 
l= l 
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B Komplekse veranderlikeso 

HOOFSTUK V. 

DIE KOMPLEKSE NIE-SENTRALE MEERVERANDERLIKE BETA-v·1rnDELING 

VAN DIB EERSTE SOORT. 

5.1 Inleiding. 

In hierdie hoofstuk word soortgelyk as in hoofstuk II te 

werk gegaan behalwe dat alle veranderlikes nou as komplekse 

vcranderlikes beskou word. 

Beskou dus die statistiek 

1 = (A+B)-l/2A(A+B)-l/2 

waar 1 = LR + iL1 , d.i. L is 'n komplekse veranderlike met 

re'ele deel LR en imagin~re de el L1 • Omdat A en B as komplekse 

Wishart-veranderlikes beskou word (sien paragraaf 1.3), be-

teken dit dat 1 Hermities positief definiet is. Derhalwe is 

L = L' waar L = LR ·- iL1 die toegevoegde van 1 is en ·Lr 'n 

skeef-simmetriese matriks is. Die diagonaal elemente van L 

(of Lr) is positief. Dit word verder veronderstel dat indien 

A+B =SS', dan is (A+B) 1/ 2 = S waar S onderdriehoekig is met 

sjj re~el, >0, j=l,--,p en sij = sijR - isijI' Dit word ook 

veronderstel dat 

(A+B)-l/2A((A+B)-l/ 2 ) 1 = (A+B)-l/2A(A+B)-l/i. 

Die verdeling van L word in hierdie hoofstuk ondersoek 

in die volgende gevalle: 

(i) A"""'CW(2::,m) en B-wCW(L:,n,G) 

( i i ) A"""-' CW O:: , m, Q ) en Bl"\.,; CW ( L: , n ) 

.(iii) A........,CW(L: 1 ,m) en B""'vCW(L::?,m). 

In paragraaf 5.2 word die verdeling van L afgelei in elk van 

die drie gevalle en waar die nie-sentrale parameter G as van 

rang rg> beskou word., Asimptotiese verdelings vir 111 en 

\I-LI word in elk van die drie gevalle gevind in 5.3 en in 

5.4 word/ ••• 
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5.4 word die; verdeling van die grootste karakteristieke wortel 

van 1 gedefinieer. In 5.5 word aangetoon dat indien r<pj 

die verdeling van 1 geskrywe kan word as die produk van onaf-

hanklike beta-verdelings van die eerste soort. 

5.2 Die verdeling van L. 

Stelling 5.2.1 

Indien A"'YCW(E,m) en B--vCW(E,n,Q), G van rang p, word 

die verdelingsfunksie van L gegee deur 

5.2.1 C~1 (L; m,n,Q) = (1/r (o)r (n))\L\-(m+n)esp(-Q)IL\m-p 
p p . 

lr-1\n-pJT=T'>Oesp(-L-1T)ITlm+n-p0F1(n • 

gL-lTl/2(I-L)T1/ 2 )dT, O<L=L'<I. 

Bewys. 

St el L -- T-l/2AT-l/2 , ~ . d. l "k T = A+B, in ie gesament 1 e 

verdeling van A en B ( sien 1.3.5 en 1.3.7). Die jakobiaan 

van die transforBasie kan maklik aangetoon word as (sien 

Khatri (1965)) 

J(A,B4L,T) = ITIP. 

Integrasie na T lewer die stelling. 
) . Na analogie van die 

verdeling in die reele geval, is hierdie verdeling 'n kom-
. 

plekse nie-sentrale meerveranderlike beta-verdeling van 'die 

eerste soort van volle rang. 

Met behulp van die integraQl (sien 6.2.4 vir die bewys 

van die integraal) 

5.2.1 J 1 \L\a-p\I-L\b-p C (R(I-L))dL 
0 K 

= f (a)r (b,K)CK(R)/f (a+b,K) p p . p 

en die integraal 1.3.8 volg uit 5.2.1 dat 

5.2.2 EIL\h =I' (m+h)I' (m+n)/(r (m)r (m+n+h)) esp(-G) p p . p p 

1 :E\ (m+n ; m+not-h ; Q) 

en/ ••• 
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5.2.3 r (n+h)r (m+n)/(r (n)r (m+n+h))esp(-Q) p p p p 

Afleiding 5 .. 2.1 

Indien A""'1CW(I,m) en B""-'CW(I,n,G), Q diagonaal en van 

rang r<p, word die verdelingsfunksie van 1 gegee deur 

Bewys. 

-1 -Indien 9 = L MM', soos gedefinieer in 1.3.7, van rang 

r<p is, bestaan 'n nie-singuliere F sodanig dat FLF' = I en 

Die Wishart-verdelings soos beskou in stel-

ling 5.2.1 kan derhalwe na kanoniese vorme getransformeer 

word met behulp van die transformasies A..;;;.- F'/\.F en ~ F' BF, 

d.i. die verdelings soos dit beskou word in hierdie afleiding. 

Die verdeling van 1 is nie invariant ten opsigte van hierdie 

transformasies nie terwyl 111 en \r-11 wel is. 1aat 

T = { Tll O ) en L 

T21 T22 

=tu 112) 
1 21 1 22 

sodanig dat T11 en 111 van 

van orde r is. Onder bogenoemde voorwaardes kan 5.2.1 dus 

geskrywe word 

5.2.5 C~1(1; m,n,Gr) = (l/fp(m)fp(n))esp(-Gr)\11m-p\I-1\n-p 

I T>Oesp(-T) IT I m+n-p o:E\ (rt ; GrTll 1/2( I-111) Tll 1/2) 

dT. 

volg/ .••• 
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volg die afleiding. Die verdeling 5.2.4 is 'n komplekse nie-

sentrale meerveranderlike beta-verdeling van die eerste soort 

van rang r. 

Deur gebruik te maak van 1.2.10 kan die volgende momente 

uit 5.2.2 en 5.2.3 respektiewelik herlei word indien G van 

rang r is: 

en 

Stelling 5.2.2 

Indien A"-"CW(l::,m,G) en B"VCW(L,n), G van rang p, word 

die verdelingsfunksie van L gegee deur 

5.2.8 CA1 (L; m,n,G) = (l/fp(m)rp(n))ILl-(m+n)esp(-G) 

!11m-plr-1\n-p .f T>
0

esp(-L-1T)\T\m+n-p 

o'.E\(m ; GL-1 T1l 21T1/ 2 )dT, 0(1,<I. 

Bewys. 

Die bewys is soortgelyk as die van stelling 5.2.1. 

Die verdeling is ook 'n komplekse nie-sentrale meerverander-

like beta-verdeling van die eerste soort van volle rang. 

Die integraal 5~2.1 kan ook geskrywe word 

dus, 

5.2.10 

= r (b,K)f (a)/r (a+b,K) °Crr(R), p p p r, 

uit 5.2.8 

EIL\h = f (m+h)r (m+n)/(r (m)f (m+n+h))esp(-G) p p p p 

• h • , m,m+n+ , G), 

5.2~11/ ••• 
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Afleiding 5.2.2 

Indien A""'CW(I,m,Q) en B.-.......CW(I,n), Q diagonaal en van 

rang r<p, word die verdelingsfunksie van L gegee deur 

\1\m-plr-1\n-pf esp(-T )IT lm+n-r 
T11 >0 11 11 

OFl(m; QrTlll/2111Tlll/2)dTll• 

Bewys. 

Die bewys is soortgelyk as die van afleiding 5.2.1. 

Die verdeling is 'n komplekse nie-sentrale meerveranderlike 

beta-verdeling van die eerste soort van rang r. 

In hierdie geval is 

5.2.13 E\L\h = r (m+n)f (m+h)/(f (m)f (m+n+h))esp(-Q ) 
P P P P r 

en 

Stelling 5.2.3 

Indien A"-'CW(2::1 ,rn) en B"-'CW(2::2 ,n) word die verdelingsfunk-

sie van L gegee deur 

5.2.15 f(L) = (l/rp(m)fp(n))\2::11-m\2::2\-n\1\m-plr-1\n-p 

Bewys. 

J T>Oesp(-2::2 -lT) I T\m+n-p oFo(-Tl/2( L1 -1-2::2 -1 )~1/21) 

dT. 

Die bewys is voor die hand liggend na aanleiding van die 

bewys van 2.2.22. Die verdeling word ook geklassifiseer as 

'n komplekse/ ••• 
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'n komplekse nie-sentrale meerveranderlike beta-verdeling van 

die eerste soort. 

In hierdie geval is 

5.2.16 El1lh = fp(m+n)fp(m+h)/(FP(m)rp(m+n+h))IE1-lE2lm 

2j\ (m+n,m+h ; m+n+h ; I-E 1 -lE 2 ) 

en 

Deur h=O te neem in enige van hierdie momente, volg die re-

sultaat 1.2.21, naamlik 

5.3 Asimptotiese verdelings vir 111 en lr-11. 

Stelling 5.3.1 

Indien A,..,.,.CW(E,m) en B"""-'CW(E,n,9), g van rang r~, 

word die asimptotiese verdeling van 111 gegee deur 

5.3.1 P(-alogl1I ~ z) = E~=0P(x~k~z)P(k) + esp(-9r)EkEKwlk 

(P(x~k+ 2~z)-P(x~k~z))CK(Gr)/k~ + O(m-2 ) 

waar a=2pm, p=l + (n-p)/2m, fk=2(np+k)~ P(k) = esp(-G )(spG )k/k~ 
r r 

en w1k= (-l/p)((l-p+(2n+l)/2m)k + (I:.K. 2-2E.K.j)/2m. 
J J J J 

Bewys. 

Stel W = l1im en M = -2logW. Die karakteristieke funk-

sie. van pM kan dus ui t 5. 2. 2 geskrywe word as 

5.3.2 <bpM(t) = El1\-2itpm 

= r (m(l-2itp))F (m+n)/(r (m)f (m(l-2itp) +n)) p p p p 

=I ... 
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= esp(-Q)EkEK[f (m+n,K)f (m(l-2itp))/(f (m) . p p p 

f (m(l-2itp) +n,K)]CK(Q)/k!. p . 

Die term tussen vierkante hakies kan in die vorm 2.3.7 geskry-

we word met x = m, v. = 1-j en y. = 
J J Deur nou soort-

gelyk as in die bewys van stelling 2.3.1 te werk te gaan, 

volg die stelling vir die geval G van rang p. Die waarde van 

p is gevind deur in 

5.3.3 w1k = (-1/p)((l-p)fk + n(p(n-p)+2k)/m + (E .K. 2-E .K.J')/m) 
. J J J J , 

w10=0 te stel en vir p op te los. Om aan te toon dat die 

stell.ing ook geld indien Q van rang r<p is, is di t slegs no-

dig om van 1.2.10 gebruik te maak. 

let te word da t 

Stelling 5.3.2 

k = (spQ) • 

Dit dien net daarop ge-

Indien A,.;.,,,..;CW(I:,m) en BrvCW(E,n,Q), Q van rang r~p, 

word die asimptotiese verdeling van \I-LI gegee deur 

5.3.4 P(-alog\I-Ll ~ z) = P(x~~z) + O(n- 2 ) 

waar a = 2n + m - p + 2d/p, f = 2mp en d = spQ • 
r 

Bewys. 

Stel V = Ir-Lin en M = -2logV. Uit 5.2.3 volg die karak-

teristieke funksie van pM as 

5.3.5 $pM(t) = Elr-11- 2itpn 

= esp(-Q)EkEK[f (m+n,K)f (n(l-2itp),K)/(r (n.K) . p p p 

r ( n ( 1-2 i t p) + m, K ) J CK ( Q ) /k ~ • p . 

Die tern tussen vierkante hakies is van die vorm 2.3.7 met 

x = n, v. = 1-j+f. en y. = m. Derhalwe is f = 2mp en 
J J J 

5 .3 .. 6 w1k = (-l/2p)(mp(m-p)/n + 2km/n + (1-p)f). 

Stel/ ••• 
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Stel w1d=0 (d enige heelgetal) en los op vir p. Dus 

5.3.7 p = 1 +(m-p)/2n + d/np. 

w1k kan derhalwe geskrywe word 

5.3.8 w1k = 2m(d-k)/a 

waar a = 2pn. Pas nou die prosedure soos in die bewys van 

2.3.2 op 5.3.5 toe en die stelling is bewys vir die geval Q 

van rang·p. Indien Q van rang r<p is, volg die stelling son-

derneer. 

Die geval A ""'-'CW( r, ,m, Q) en B-vCW( r,, n) lewer soortgelyke 

resulatate as voorgaande. 

(sien 5.2.10 en 5.2.11). 

Stelling 5.3.3 

m en n word net deurgaans omgeruil 

Indien Al"'\.,.;CW( l,1 ,m) en B"""'CW( L2 ,n) word die asimptotiese 

verdeling van 11\ gegee deur 

r,kr,Kwlk[mJKCK(I-L1-lL2)/k~ + O(m- 2 ) 

waar a= 2mp, f = 2np, p = 1 + (n-p)/2m, w1k = (-l/2p)(np(n-p)/m 

+ 2kn/m + (1-p)f). 

Bewys. 

La2t W = \Lim en M = -2log\1. Volgens 5.2.16 word die 

karakteristieke funksie van pM gegee deur 

(f (m,K)f (m(l-2itp) + n,K) )] CK(G)/kL p p . 

Die term tussen vierkante hakies is van die vorm 2.3.7 met 

x = m, v. = 1-j+K. en y. = n. 
J J J 

Dus f = 2np en 

5.3.11 w1k = (-/2p)(np(n-p)/m + 2kn/m + (1-p)f). 

Laat w10 = 0 en los op vir p, d.i. p = 1 + (n-p)/2m. 

Pas die prosedure soos in die bewys van stelling 2.3.5 op 

5.3.10 toe/ ••• 
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5.3.10 toe en die stelling volg. 

Stelling 5.3.4 

Indien A-vCW(L1,m) en B--vCW(L2,n) word die asimptotiese 

verdeling v~n Ir-LI gegee deur 

5.3.12 P(-aloglr-11 ~ z) = IL1-1L2lmLkLKP(xik~z)[m]KCK(I-L~1L:2Yk~ 

+ ILi-lL2 lmLkLK(P(xik+ 2~z)-P(xik~z))[m]Kwlk 
- ( . -1 )/ -2) CK I-L1 L2 k~ + O(n 

waar a = 2np, p = 1 + (m-p)/2n, fk = 2(mp+k), 

w1k = (-1/p)((l-p+m/n)k + (LjKj 2-2LjKjj+k)/n). 

Bewys. 

Onder die substitusie V = Ir-Lin, M = -2logV? volg uit 

5.2.17 dat die karnkteristieke funksie van pM gegee word deur 

cP(t) = Eir-11- 2itpn 

= IL1-
1

L2lmLkLK[mJK[rP(m+n,K)rP(n(l-2itp))/(rP(n) 

rp(n(l-2itp) + m,K)]CK(I-L1-lL2)/kl. 

Dus x = n, v. = 1-j en y. = m + K.. fk = 2(mp+k) en 
J J J 

·w1k = (-1/p)((l-p)fk + m(p(m-p)+2k)/n + (LjKj 2-2LjKjj)/n). 

Stel w10=0 en los op vir p. Vervang die term in vierkante 

hakies deur 2.3.2 en neeD die inverse. 

5.4 Die verdeling van die grootste karakteristieke wortel 

van L. 

Die gesamentlike verdeling van die karakteristieke wor-

tels van 1 sal eers gedefinieer word waaruit die verdeling 

van die grootste karakteristieke wortel herlei kan word. 

Stelling 5.4.1 

Indien /\."'VCW(L,ml: en BrvCW(L,n,G), G van rang p, word 

die gesamentlike verdelingsfunksie van die karakteristieke 

5.4.1/ ••• 
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5.4.1 f(6) = np(p-l}rp(ni+n)/(fp(p)fp(m)rp(n))esp(-G)l6lm-p 

I ln-p - -I-6 ap(6) 1F1(m+n ; n ; G,I-6) 

= diag(11 ,--,1 ) en a (6) =~I I.< .(1.-1.) 2 • 
p p l J l J 

waar 6 

Bewys. 

Daar bestaan 'n unitere matriks U sodanig dat 

U'LU = 6 (6 reeel). 

Die differensiaal dL is (James (1964)) 

dL = cxp(6)dlld1. 

Substitucer dus 1 = U6IT 1 in 5.2.1 en integreer na U 'n ele-

mont van die unitere groep U(p) deur gebruik te maak van 

1.2.18 en 1.2.19. Dus 

f(6) = np(p-l)(l/fp(p)rp(m)fp(n))ILl-(m+n)esp(-G)l6lm-p 

lr-6ln-p ap(ll)f T>Oesp(-L-lT)iTim+n-pOFl(n; GL-lT,I-L'l)dT. 

Integrasie na T volgens 1.3.8 lewer die stelling. 

Afleiding 5.4.1 

Indien 6 verdeel is soos in 5.4.1 word die verdelings-

funksie van die grootste karakteristieke wortel 1
1 

gedefini-

eer as 

5.4.2 f(ll) = fp(m+n)fp(p)/(rp(n)fp(m+p))esp(-G)LkLKLjLJLT~KLo 

a~g~~J i 1mp+j+t-l(mp+t+j)[m+n]K[p-n]J[mJ
6
/( 

Bewys. 

Laat xi-l = li/11 , X = diag(x1 ,--,xp_1 ) en 

X
1 = diag(l,x1 ,--,xp_1 ) in 5.4.1. Die jakobiaan van die 

transforaasie is J(6-;.11 ,x) = i 1P-l. Onder die transformasie 

is 
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a (6) = 1 p(p-l)lr-xl 2a (x) 
p 1 p-1 

(1.2.21) 

= LjLJ[p-n]JCJ(11x1 )/jt. 

OIJdat CK(I-6) = CK(I-6), want die elemente van 6 is reeel, 

kan dus ook geskrywe word (James (1964)) 

CK(I-6) = Lr~Karcr(1 1x1 
). 

Die gesamentlike verdelingsfunksie van 1
1 

en X kan derhalwe 

geskrywe word 

5.4.3 = np(p-l)f (m+n)/(f (p)r (m)r (n))esp(-G)lxlm-p 
p p p p 

I 12- ( ) mp+j+t-lr J I-X ap-l X LkLKLjLJLr<Karll m+n K 

[p-n] JCK( G )CJ( X1 )CT( X1 
)/( [n]KCK( Ip )kl j l)' 

0<11<1, O<X<I. 

Integreer na X, d.i. naamlik die integraal 

5.4.4 I51x1m-plr-xl 2aP_1 (x)c3 (x1 )cr(x1 )dX 

= LOgT~JI51xlm-plr-xl 2ap-l(X)C6(X1 )dX 

= L~gr6 3 (mp+t+j)f (p)r (p)f (m,6)C~(r )/(np(p-l)f (m+p,o)) 
u ' p p p u p p 

omdat 

5.4.5 I61xlm-plr-xl 2~_1 (x)c0 (X1 )dX 

= (mp+t+j)fp(p)fp(p)fp(m,6)C0 (Ip)/(nP(P-l)fp(m+p,6)). 

Laasgenoemde integraal kan as volg aangetoon word: 

Uit 5.2.9 volg 

I I I I m-p- ( ) - )- ( )- ;-5. 4. 5 O 1 · Crr 1 dL = r (m,K r p Cv(I ) r (m+p,K). . p p r. p p 

Laat 1 = U6U' soos in die bewys van stelling 5.4-1 en integreer 

na u. Dus 

J0
1

l6lm-pa (6)CK(6)d6 = r (p)f (p)f (m,K)CK(I )/(np(p-l) p . pp p .p 
5.4.6 

rp(m+p,K)). 

Laat/ ••• 
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Laat xi-l = li/11 (i=l,--,p-1) soos hierbo, dan 

J616\m-paP(6)c6(6)d6 

= J~!6 11mp+k-1 1xlm-paP_1(x)\r-xl 2cK(x1 )dXdl1 

= ( l/(mp+k)J 61 xi m-p I r-x I 2ap-l ( x)cK( x1 )dX. 

Stel hierdie oplossing gelyk aan 5.4.6 en die integraal 5.4.5 

volg. Dit bewys ook die afleiding. 

Indien g van rang r<p is, is dieverdeling van 11 voor 

die hand liggend. 

Stelling 5.4 .. 2 

Indien A"" cw(2:;, m, Q) en B--vCW(2::, n), Q van rang -p j word 

die gesamentlike verdelingsfunksie van die karakteristieke 

wortels 11 , 12, --, lp van 1 gegee deur 

5.4.7 f(6) = np(p-l)f (m+n)/(f (p)r (m)f (n))esp(-Q)\6\m-p p p p p 

0<6< I. 

Bewys. 

Die bewys is, soortgelyk as die van stelling 5.4.1 uit 

5.2.8. 

Afleiding 5.4.2 

Indi en A~ CW( l: ,m, Q,) en B'"\...o CW( l:, n), Q van rang p, word 

die verdelingsfunksie van die grootste wortel 11 gegee deur 

5,.4 •. 8 f(l 1 ) = f (m+n)f (p)/(f (n)r (m+p,)) esp(-Q)l:kl:Kl: .l:Jl:s: p p pp -Ju 

gK~J[m+n]K[p-n]J[mJ6/([m]K[m+p]6llmp+k+j-l 

Bewys. 

Onder die substitusie x. 1 = 1./11 , volg dat 
l- l 

f(l1 ,x) = np(p-l)fp(m+n)/(rp(p)fp(m)fp(n))esp(-Q)\x\m-plr-x\ 2 

- ( ) mp+k+j-1[ ] [ ] - ( )- ( i )- ( i) ap-l X l:kl:Kl:jl:Jll m+n K p-n JCK Q CK X CJ X 

([mJKcK(I )k~jl)-1 • 
- - p 
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Integreer na X deur gebruik te maak van 5.4.4 en die aflei-

ding volg. 

Stelling 5.4.3 

Indien A""'-"CW(2::1 ,m) en B"-'CW(I:2 ,n) word die gesar:ientlike 

verdelingsfunksie van die karakteristieke wortels van L gegee 

deur 

5.4.9 f(6) = ~p(p-l)fp(m+n)/(fp(p)fp(m)fp(n))\2::1-12::2\m\6\m-p 

I I n-p- ( ) - ( -1 ) I-6 exp 6 1 F0 m+n; I-2::1 2::2,6 , 0<6<I. 

Be1.7s. 

Sien die bewys van stelling 5.4.1. 

A fl e id i ng 5 • 4 • 3 

Indien ArvCW(L:1 ,m) en B"VCW(I:2 ,n) word die verdelings-

funksie van die grootste wortel van L gegee deur 

5.4.10 f(l 1 ) = f (m+n)r (p)/(f (n)f (m+p))\2::1-12::2\mI:kI:vI: .I:JI:~ 
P p p p · r~ J u 

gK~Jllmp+k+j-l(mp+k+j)[m+n]K[m] 0 [p-n]JC0 (IP) 

cK(I-I:1-1L:2)/([m+pJ 0cK(IP)kljt), 0<11<1. 

Bewys. 

Sien die bewys van afleiding 5.4.2 

5.5 Die momente van spL en sp(I-1). 

Met behulp van die integrale 

5.5.1 J6 \6\m-pl I-6\n-p cxp(6)CK(I-6)d6 

= r (p)f (m)f (n,K)Cv(I )/(np(p-l)fp(m+n,K)) p p p ~ p 

en 

5.5.2 J616\m-p\I-6\n-p ap(6)CK(6)d6 

= f (p)f (n)f (m,K)CK(I )/(np(p-l)f (m+n,K)), p p p . p p 

wat herlei word uit 5.4.1 en 5.4.7 respektiewelik, is dit 

moontlik/ ••• 
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moontlik om die verwagte wao.rdes van die sonale-polinome 

CK(6) en CK(I-6) te vind. Omdat spL = sp6 en sp(I-1) = sp(I-6) 

word die momente van sp6 en sp(I-6) gevind. Die bewyse is 

dieselfde as die in paragraaf 2.5 en danrom word slegs die 

stellings gegee. 

Stelling 5.S.l 

Indien ArvCW(L:,m) en B"'VCW(l:,n,9), Q van rang r_D), is 

en 

,Stelling 5.5.2 

Indien A"WCW(I:,:m,9) en BrvCW(l:,n), Q van rang rg, is 

en 

5.5.6 Msp6(t) = esp(-9r)l:kl:Kl:jl:Jl:ogK~Jtj[m+n]K[m] 0 CK(Qr) 

C~(I )/([m]K[m+n]~CK(I )k!j!). 
u p , u • p 

Stelling 5.5.3 

Indien A,,..,,,,CW( l: 1 ,m) en BrvCW( l:2 ,n), is 

en 

5.5.8 Msp6(t) = II:1-
1

L:2 lml:kl:Kl:jl:Jl:ogK~J[m+n]K[mJ 6c6 (rP) 

cK(I-l:1-1l:2)/([m+n] 0cK(IP)klj!). 

5.6 Die/ • • • 
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5.6 Die verdeling van 1 in terme van onafhanklike beta-ver-

delings van die eerste soort. 

In hierdie paragraaf sal aangetoon word dat die komplek-

se nie-sentrale meerveranderlike beta-verdeling van die eerste 

soort van rang r<p, soos gedefinieer in 5.2.4, geskrywe kan 

word as 'n komplekse nie-sentrale meerveranderlike beta-ver-

deling van die eerste soort van volle rang vermenigvuldig met 

die produk van onafhanklike eenveranderlike beta-verdel~ngs 

van die eerste soort. 

Volgens 5.2.4 kan die verdelingsfunksie van 1 geskrywe 

word 

5 • 6 .1 f ( 1 ) a:: esp ( -Qr ) I 1 I m-p \ I-1 \ n-p f T > 
0 

esp ( -T 11 ) I T 
11 

I m + n- r 
11 

OFl(n; GrTlll/2(I-1ll)Tlll/2)dT11" 

Onder die opspli tsing 1 = ( 1 11 112 ) , 

1 21 1 22 

volg 

111 = 111111122.11 waar 122.1 = 122 - 121111-1112· 

J(L22-> 1 22.1) = l. 

\r-1\ = \r-111 1 \r-122 •1-IT 1 u\ waar U = ((r-111 )-1111- 1 )112112 • 

Die jakobiaan van die transformasie is 

( _;;,. ) _ I IP-r\ \P-r J 112 ,.. U - I-111 111 ' 

wat soos volg bewys kan word: 

1aat U(rxp-r) = (u1 ,--,U ), p-r 
(( )-1 -1)1/2 

112(rxp-r) = (1(l)'--'1(p-r)) 

en I-111 111 = R. Dus u1 = R1(l)' --, Up-r = R1(p-r)' 

= 1(j)R+i1(j)I' volg dat 

J(L(j)~Uj) = J(1(j)R'1(j)I~ujR'ujI) 

= J(L(j)R~UjR)•J(1(j)r"·-PUjI) 

= \R\-2• 
= -1 \p-r ( ) \Rl- 2(p-r) Dus J ( 1 12-?> U) j =l J 1 ( j )""~ U j = 

= \r-111 \P-rlr-1
11

\P-r Q.E.D. 

Die/ ••• 
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Die verdelingsfunksie van 1 kan derhalwe geskrywe word 

( ) ( )I lm-rl 1n-rl 1m-pl - 1n-p 5.6.2 f 1 esp -Gr 111 I-111 1 22 .l - I-1
22

•
1

-U 1 U 

J ( T ) IT I m+n-r -F ( .• ('\ T 1/2( I 1 ) Tl/2) 
T >Oesp - 11 11 0 1 n ~r 11 - 11 11 11 

5.6.3 f(1) 

Die volgende stelling is nou bewys: 

Stelling 5.6.1 

Indien 1'°"'CB1(n,n,Gr), r<p, kan die verdelingsfunksic van 

1 geskrywe word 

5.6.5 111 (rxr)~c~1 (m,n,Gr), 

5.6.6 122.1 (p-rxp-r)'-' c~l (m-r,n) 

en 

5. 6. 7 f 
3 

( W) C( I I-W q,,7 I n-p. 

Beskou die verdeling van W. 

1nat W' = (Wi,--,W~). Dus 

prosedure te herhaal, volg 

5.6.8 I I-ii7 1 wl 
-r 

=\I. 1(1-E.E.'). 
1= 1 1 

Laat E'(rxp-r) =(EI -- E ') El= 
1 ' ' r ' 

Deur hierdie 

5.6.9 J/ .. ·• 
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5.6.9 
-r . 

J ( W-> E) = 11 . 
1 

( 1-E. E. ' ) r-i. l= l l 

Aangesien E.(lxp-r) = E.R+iE.
1

, is l l l 

E -E ' E E' + ~ E' i i = iR iR Dir ir· 

Laat derhalwe F. = (E.R,E. 1 ) (lx2(p-r)), dan 
l l l 

5.6.10 lr-W•wl = I I. 1(1-F.F.') 
l= l l 

en 
-r . 

5.6.11 J(W->E) = J(W~F) = 11. 
1

(1-F.F. 1 )r-i. 
l= l l 

Aangesien F reeel is, kan nou soortgelyk as in 2.6.16 te 

werk gegaan word, d. i. lao. t 

= xil 
1/2 

( 1- )1/2 1/2 
xil xi2 

1/2 1/2 1/2 
(l-xil) •• (l-xi,2(p-r)-i xi,2(p-r) 

J ( F. -> X . ) = ( 1/2 ) 2 ( p- r )-1 I ~ ( pl- r ) x . . -1/ 2 ( 1-x . . ) ( 2 ( p- :r:-)- j ) / 2 • 
l l J= lJ lJ 

Dus 

( )-r -2(p-r) / / 
5.6.12 J(F-'!>X) = (l/2) 2r p-r \I. 

1
11. 

1 
x .. - 1 2(1-x .. )p-r-j 2 

l= J= lJ lJ 

waar F' = (F1
1 ,--,Fr') en X' = (X1

1 ,--,Xr' ). 

is nou respektiewelik 
--r -2(p-r) 

5. 613 I I-W' WI = 11 . 1 11 . 1 ( 1-x · ·) l= J= lJ 

en 

5.6.10 en 5.6.11 

-r -2(p-r) . 
J( w~ F) = 11 . 111 . 1 ( 1-x .. ) r-l 0 Derhalwe is l= J= lJ 

- 4 ( ) ( / ) 2r( p-r )-11 r -112( p-r) -1/2( )p-i-j/2 5. 6 .1 J W-7 X = 1 2 . l . l x. . 1-x. . . 
l= J= lJ lJ 

Die verdeling van W (5.6.7) kan nou geskrywe word 

-r -2 ( p- r ) / ( ( ) ) / 
f3(W)<X 11. 111. 1 x .. -1 2(1-x .. ) 2 n-i -j 2, 

l= J= lJ lJ 

d.i. 

Deur nou gebruik te maak van 5.6.4 en 5.6.15 kan SOJS vir 

die/ ••• 
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die .re8le geval ( 2. 6) aangetoon word do. t 

-r -p-r-l-2(p-r-i) 
5.6.16 f 2(1 22 •1 ) =lli=l~l(ui; m-r-i+l,n)lli=l llj=l 

B1 (v .. ; 1/2·,n-j/2). 
lJ 

Derhalwe is 
-p 

= I li=r+lB1 (ui ; m-i+l,n) 

-p-r-l-2(p-r-i) 
I li=l I lj=l ~1 (vij; l/2,(2n-j)/2) 

-r -2(p-r) 
I li=ll lj=l ~1 (xij ; l/2,(2(n-i+l)-j)/2). 

Dit kan nou aangetoon word dat 

-p-r-l-2(p-r-i) 
I li=l I lj=l ~1 (vij ; l/2,(2n-j)/2) 

-r -2(p-r) 
\ li=ll lj=l ~1 (xij ; l/2,(2(n-i+l)-j)/2) 

-p -2( i-1) 
= 11. 1 \ I. 1 ~1 (w .. ,·. l/2,(2(n-i)+j+l')/2), 

l=r+ J= lJ 

wat beteken dat 

5~6.17 
-p 

- \I. 1 B1 (u. ; m-i+l,n) i=r+ i 
-2(i-l) . 
\ lj=l B1 (wij ; l/2,(2(n-i)+j+l)/2). 

Substitueer hierdie resultaat in 5.6.4 en die volgende stel-

ling is bewys: 

Stelling 5.6.2 

Indien L--vCf\(m,n,Qr)' r<p, kan diG verdelingsfunksie 

.van L geskrywe word 

5.6.18 c~1 (L ; m,n,Gr) = C~1 (L11 (rxr); m,n,Qr)• 

-p 
\I i=r+l B1 (u1 ; m-i+l,n) • 

-2(i-l) 
I lj=l B1 (wij ; l/2,(2(n-i)+j+l)/2). 

Stelling 5.6.3 

Indien 1""-"C!\ (m,n,Qr), r<p, kan die verdelingsfunksie 

van \11 geskrywe word 
-p 

5.6.19 f(\1\) = f 1 (\111 \) lli=r+l~1 (ui; m-i+l,n) 

waar/ ••• 
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Bewys. 

Die stelling volg Cleur van 5.2.6 gebruik te maak (sien 

stelling 2.6.2). 

Stelling 5.6.4 

Indien 1rvC~1 (m,n,9r)' r<p, kan die verdelingsfunksie 

van lr-11 geskrywe word 
-p 

5.6.20 f( \I-1\) = f 1( \1-111 \) I \i=r+l~l(l-ui • n,m-i+l) 

Bewys. 

Die stelling volg deur gebruik tB maak van 5.2.7 (sien 

stelling 2.6.3). 

J 
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HOOFSTUK VI. 

DIE YOMT>LEKSE NIE-SENTRALE MEERVERA.ND:CRLIF"E BETA-VERDELING 

VAN DIJ:~ TWEGDE 300RT. -------------·-·-

6.1 Inleiding. 

L..,_'·1.t V -- B.-l/2AB-l/2 ' CP(" ) B C1!(" r-.) """-' waa r i-1""""' v... L, , m en ,...,_,, ,i L, , n, ~ . 

V is dus 'n komplekse veranderlike en kan geskrywe word as 

Dit is verder Hermities positief definiet. 

Die verdeling van V word in 6.2 gedefinieer. In 6.3 word die 

gesamentlike verd(;ling van die karakteristieke wortels van V 

gevind en in 6.4 die verdelings van spV en spv-1 • In 6.5 

word aangetoon dat die verdeling van V, indien G van rang r<p 

is, geskrywe kan word as die produk van onafhanklike beta-

verdelings van die tweede soort. 

6.2 Die verdeling van V. 

Stelling 6.3.1 

Indien J\'"""CW(L:,m) en BrvCW(L:,n,G), . G van rang p, word 

die verdelingsfunksie van V gegee deur 

6 .• 2.1 f(V) = (l/(fp(m)'fp(n)))\z::l-(m+n)esp(-G)\vlm-pf B=B'>O 

esp(-(L:-1B+Bl/2z::-1Bl/2V))IB\m+n-p0Fl(n ; Gl:-lB)dB, 

Bewys. 

Stel V = B-l/2AB-l/2, J(A-?>V) = \B\P, in die gesamentlike 

verdeling van A en B en integreer na B. 

Afleiding 6. 2 .1 

Indien ,~~CW(I,m) en BrvCW(I,n,G), G van rang p, word 

die verdelingsfunksie van V gegee deur 

6.2.2 C~2 (V; m,n,G) = rp(m+n)/(rp(m)fp(n))esp(-G)\V\m-p 

lr+v\-(m+n) 1F1(m+n; n; G(I+V)-1 ), V>O. 

Bewys/ ••• 
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Bewys. 

Stel E=I in 6.2.1 en integreer met betrekking tot B deur 

gebruik te maak van 1.3.8. 

Die verdeling van V word na analogie van die verdeling 

3.2.2 genoem die koNplekse nie-sentral0 meervcranderlike beta-

verdeling van die tweede soort van volle rang. 

Uit 6.3.2 volg die integraal 

6.2.3 

= r ( ra) f ( n, K) c1r ( G) /f ( m+n, K) • p p ,_ p 

Laat V = (I-L)-l/2L(I-L)-l/2 , d.i. (I+V)-l = I-1, met jako-

Bostaande inte-

graal kan derhalwe ook geskrywe word 

= r (m)r (n,K)C11 (G)/F (m+n,K). p p . p 

Dit is dan ook 'n bewys vir die integraal 5.2.1. 

Met behulp van 6.2.3 kan aangetoon word dat 

en 

6.2.6 f (n+h)f (m+n)/(f (n)r (m+n+h))esp(-G) p p p p 

2F2(n+h,m+n ; m+n+h,n ; G). 

Hierdie momente geld ook indien V verdeel is soos in stelling 

6.3.1 aangesien hulle invariant is ten opsigte van die trans­

formasies i\..:P E1/ 2A2:: 1 / 2 en B-?> z: 112Bz:1 / 2 • 

Deur G as diagonaal te beskou in 6.2.2, d.i. die ver-

deling van B word in sy kanoniese vorm beskou, kan die ver-

delingsfunksie van V geskrywe word as 

6.2.7 cR 2(v • m,n,G) = f (m+n)/(f (m)f (n))E:sp(-G )\vlm-p r p p p r 

I I V I - ( m+ n ) -F ( • • r.. ( I V )-1 ) 
+ 1 1 m+n ' n ' ~r _+ 1.2 

indien/ • • • 
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indien G van rang r<p is. 

die opspli tsing v = ( vll vl2) sodanig da t vll van orde 

V21 V22 . 

r is. 

Laasgenoemde verdeling is 'n komplekse nie-sentrale meerver-

anderlike beta-verdeling van die tweede soort van rang r. 

Die momente van \vi 0n \I+V\-1 kan in hierdie geval uit 

6.2.5 en 6.2.6 respekticwelik herlei word. 

6 .3 Die verdeling van die karakterist_i~Jc.~wortels _var}.~ 

Stelling 6.3.1 

Indien A"'-'CW(l::,m) en B"-'CW(I:,n,G), G van rang p, word 

die gesamentlike verdelingsfunksie van die karakteristieke 

wortels van V gedefinieer as 

6.3.1 f(Vs) = np(p-l)f (m+n)/(f (m)f (n)f (p))esp(-Q) \Vs \m-p 
p p p p 

IIVl -(m+n)-( )-( •• ( )-1) + s ap Vs 1F1 m+n , n , G, I+Vs 

waar Vs = diag(v1 ,--,vp). v1>-->vp>0 is die karakteristieke 

wortels van V. 

Bewys. 

Omdat die karakteristieke wortels van V invariant is ten 

opsigte van die transformasies A-> I: 1 / 2AI: 1/ 2 en ~ I: 1 / 2BI:l/2 , 

kan die stelling uit 6.3.2 bewys word. Daar bestaan 'n 

unitere matriks U sodanig dat 

U'VU = diag(v1 ,--,vp) = Vs. 

dV = ap(Vs )dVsd(U). Integrasie na U 'n element van die uni­

t~re groep in die gesamentlike verdeling van U en Vs lewer die 

stelling. 

Hierdie verdeling is reeds deur James (1964) gedefini-

eer, maar volgens 'n ander metode. 

6.4 Die/ ••• 
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6.4 Die verdelings van spV en spv-1 • 

Omda t die kz,rakt8ristieke wortels van V en v-l re·eel is, 

kan die Laplace-getransformeerde funksie soos gebruik in 3.4 

ook hier gebruik word vir die aflei van die verdelings van 

-1 spV en spV . 

Beskou eers die verdeling van spV. Deur gebruik te 

maak van 6.2.1 kan die Laplace-getransformeerde funksie van 

spV geskrywe word 

6.4.1 g(t) = E(esp(-tV)) 

Maar 

= (l/(rp(m)fp(n)))\L:l-(ri+n)esp(-G)f v>JB>Olvlm-p 

esp(-L:-1B)esp(-(B1/ 2L:-1B1/ 2+tI)V)\Blm+n-p 

- -1 ) 
0F1(n ; GL: B dBdV 

= (l/(fp(n)\L:\ 0 +n)esp(-G)f B>Oesp(-L:-1 B)\Blm+n-p 

\B112L:-1B112+trl-moFl(n ; QL:-1B)dB. 

6.4.2 \B1/ 2L:-1B1/ 2+trl-m = t-mpL:jL:J[m]JCJ(-L:-1B/t) 

en derhalwe is die integraal na B 

g(t) word nou 

6.4.3 g(t) = (l/fp(n))esp(-G)L:kL:YL:jL:J[mJJt-(mp+j)(-l)j/([n]K 

k~jl) f B>Oesp(-B)iB\m+n-pCJ(B)Cy(GB)dB. 

Om die integraal na B te vind, kan weer soos in paragranf 

3.4 te werk gegaan word wat baie omslagtig is, terwyl dit 

volgens 'n veel korter metode gevind kan word. Aangesien 

die oplossing van die integraal 'n simmetriese funksie in 

Q is, voer die unit~re transformasie G->CGC' in CK(GB) uit 

en/ .... 
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en integreer na C 'n element van die unit@re groep U(p) met 

behulp van 1.2.17. Die integraal word nou 

Dus 

f B>Oesp( -B) I BI m+n-pCJ( B )JU( p) ~( CQC~d( C )dB 

=(CK( G )/CK( Ip)) f B>Oesp(-B) I BI m+n-pCJ( B)~( B)dB 

= (CK(G)/CK(Ip)) I:ogK~Jfp(m+n,o)Co(Ip). 

Deur nou die Laplace-inverse te nsem, volg die volgende stel-

ling. 

Stelling 6.4.1 

Indien V"""CB 2 (m,n,G) word c.ie verdelingsfunksie van 

spV = T gegee deur 

6.4.5 f(T) = f (m+n)/(f (n)r(mp))esp(-G)Lk. LvL·LJI:~gv03 (-l)j P p r. J u r., 

mp+j-1[ ] [ ] - - )/ [ 1 ) - ) T m J m+n oCK(G)Co(Ip ( n_,K(mp jCK(Ip kijt), 

T>O. 

Om die verdeling van spv-l te definieer, is die volgende 

hulp-stelling nodig: 

Hulp-stelling 6.4.1 

= I:jI:JI:ogK~J(-l)j[a] 0C0 (R)/j~ (R Hermities positief 

defiTiiet). 

Bewys. 

Beskou die integraal 

I I la-p-S=S' >Oesp(-( I+R)S) S CK(RS)dS 

- I 1-a- c )-1 ) = rp(a,K) I+R CK (I+R R • 

Die integraal/ ••• 



-116-

Die integraal kan ook geskrywe word 

f 8> 0 esp(-s)lsla-pLjLJ(-l)jCK(RS)CJ(RS)dS/j~ 

o ( ) j- )- I = L j L J l: 0 gK , J -1 r p ( a , 6 Cc/ R ) j ~ 

Stel hierdie twee oplossings gelyk en die hulp-stelling is be-

wys. 

Die verdeling van spv-l kan nou gevind word. Omdat 

spv-l = spA-1B, laat Z = A-l/2BA-l/2 . Dus spv-l = spZ. 

Die gesar::icntlike verdelingsfunksie van A en B wore, gegee deur 

(l:=I) 

f(A,B) = (l/fp(m)fp(n))esp(-Q)IAlm-plBln-pcsp(-(A+B))
0
F

1
(n; GB) 

en dus is cie voorskrif van die Laplace-getransformeerde funk-

sie v2n spZ 

g(t) = E(esp(-tZ)) 

= (l/fp(m)fp(n))esp(-Q)J 2>JA>OIAlm+n-plzln-pesp(-A) 

esp(-(A+tI)Z) 0F1 (n ; GA1/ 2zA1/ 2 )dAdZ. 

Integreer na Z met behulp van 1.3.8. Dus 

6.4.7 g(t) = (1/rP(m))0sp(-e)JA>OIAlm+n-pesp(-A)IA+trl-n 

OFO(A1/ 2QA1/ 2(A+tI)-1 )dA 

= ( l/r P ( m)) esp( -G )f A>O I A I m+n-p esp(-A) t-np I I+tA 1-n 

- ( ( -1)-1) ' oFo G I+tA dA. 

Omdat die oplossing van die integraal na A 'n simmetriese 

funksie in g is, kan dieselfde metode soos gebruik vir die 

integraal na Bin 6.4.3, gebruik word. Die hipergeometriese 

funksie kan derhalwe geskrywe word 

OFO(g; (I+tA-1)-1). 

Maar volgens 6.4.6 is 

Dus g(t)/ • • • 



----- I 

-117-

Dus g(t) word nou 

6.408 g(t) = (1/rP(m))esp(-G)l:kl:Kl:jl:Jl:ogK~Jt-np(-l)j[nJ 0 
Cy(G)/([n]KCK(IP)k~j~)JA>OIA\m+n-pesp(-A)C0 (A/t)dA 

( ) o -(np+k+j) = fp(m+n)/(fp(m)) esp -G l:kl:Kl:jl:JLogK,Jt 

(-l)j[n] 0 [m+n] 0Cy(G)C0(IP)/([n]KCK(Ip)ktjl). 

As die Laplace-inverse nou geneem word, word die verdeling 

:.van spZ ve:"'kry indien l:=I. Aangesien spZ invariant is ten 

opsigte van d:i.e transformasies A~ L: 112AL: 1 / 2 en B4 l:l/2BL: 1 / 2 , 

kan die volgende stelling derhalwe geformuleer word. 

Stelling 6.4.2 

Indien A""'CW(l:,m) en Bl""\,.ICW(l:,n,G) word die verdelingsfunk­

sie van spv-l = S gedefinieer as 

6.4.9 f(S) = f (m+n)/(r (m)) esp(-G)l:kLKl: .l:Jl:~gK0J(-l)j p p . J u ,, 

CK ( I ) k l j t ) , S > 0 " . p 

6.5 Die verdeling van V in terme van onafhanklike beta-ver­

de!_i._ggs van die tweGde soorto 

Die verdeling van V indien G van rang r<p is, kan ge-

skrywe wcrd (6.2.7) 

605.1 f(V)acesp(-Gr)\v\m-p\r+v\-(m+n)lFl(m+n • n ; Gr(r+v
1

•
2

)-1 ). 

Dit volg nou dat 

\r+v\ = \r+v22 1 lr+v1 q 2 1 

en lvl = lv22 1 lv1 ~ 2-uu 1 I waar 

(( ) -1 -1)1/2 
U = Vl.2 I+V22 V22 • 

J(V12-3-U) = \I+V22iriV22\r. 

Laat/ ••• 
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Laa t T = v1 •2- 1l 2u, J(U~T) = lv1 •2 \P-r. 6.5.1 word nou 

6.5.2 f(V)a(esp(-Gr)lv1 e 2 1m-rlr+v1 •21-(m+n)
1
F

1
(m+n; n; 

G (I+V )-1 )1v 1m-(p-r)lr+v 1-(m+n-r)II-TT' 1m-p 
r 1.2 22 22 ' 

d.i. 

waar 

6.5.4 v1 • 2 (rxr)rvC~2 (n,n,Gr)' 
6.5.5 v22 (p-rxp-r)f"'VC~2 (m,n-r) en 

6.5.6 f
3

(T)<XII-TT' 1m-p. 

Beskou die verdeling van T(rxp-r). 
' 

Soortgelyk as in paragraaf 3.5 kan aangetoon word dat 
-p-r-1 

lr~TT' I = I I. 1(1-D!D.) l= 1 l 
D. = D.R + iD. 1 • Die jakobiaan van die transformasie l l l waar 

is J( T->D) 
-p-r . 

=II. (1-D.'D.)p-r-l 
l=l l 1 ' 

Omdat Di'Di = DiR'DiR + Dir'DiI' laat Qi= (DiR''Dir'). 

-p-r-1 
Derhalwe is II-TT' I =I I. 

1 
(1-Q. 'Q.) en l= 1 1 

-p-r . 
J(T~ Q) = I li=l(l-Qi'Qi)p-r-l waar Q(2rxp-r) = (Q1 ,--,Qp-r). 

St el 

l/(l+yil)l/2 

1/2; 1/2 1/2 yil (l+yil) (l+yi2) 

--------------------------
1/2 1/2; 1/2 1/2 

Y·1 ••.••Y· 2 1 (l+y.l) ... (l+yl. 2 ) . i i, r·- i , r 

J(Q.4-Y.) = (-l/2)2r-l l~r1Y· _r-j/2/(l+y .. )(2r-j+3)/2 .. 
1 1 J= lJ lJ 

Laat Y = (Y1 ,--,Y ), dan p-r 

J(Q->Y) = (-l/2)2r(p-r)-l l~-r-l l~r y .. r-j/2/(l+y .. )(2r-j+3)/2 
l=l J=l lJ lJ • 

Onder die substitusie 6.5.7 volg nou dat 
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-2r 
(1-Q. 'Q.) = 11. 1y .. /(l+y .. ) en derhalwe is 

1 1 J= lJ lJ 
-p-r-2r 

II-T 1 TI = 11. 111. iY· ./(l+y .. ), l= J= lJ lJ 

J(T"*Y) = (-l/2)2r(p-r)-l l~-lr-l l~rly .. P-i-j/2/(l+y .. )P-i-j/2 +3/2. 
1= J= lJ lJ 

Die verdelingsfunksie van T kan dus geskrywe word 

f ( T)<X-11 ~-r-l I ~r .. m-i-j/2/( l+ .. ) ( 2m-2i-j+3 )/2 
3 l=l J=lylJ ylJ '. 

d.i. 
-p-r-2r 

6 • 5 • 8 f 3 ( T ) = I I i = 1 I I j = 1 ~ 2 ( y i j ; ( 2m-2 i- j + 2 ) / 2 , l / 2 ) . 

Beskou die verdeling van v22 • Deur van 6.5.3 en 6.5.8 

gebruik te maak, kan die verdeling van v22 (6.5.5) geskry­

we word as die produk van onafhanklike beta-verdelings van 

die tweede soort (sien 3.5), d.i. 

-p-r 
6.5.9 f 2(v22 ) = I li=l~2 (si ; m,n-r-i+l)• 

-p-r-l-2(p-r-i) 
lli=l llj=l ~2 (tij • (2m-j)/2,l/2). 

Derhalwe 
-p-r 

6.5.10 f 2(v22 )f3(T) = I li=l~2 (si ;· m,n-r-i+l)· 

-p-r-l-2(p-r-i) 
Clli=l llj=l ~ 2 (tij; (2m-j)/2,1/2)J. 

-p-r-2r · 
[i li=ll lj=l~2 (yij ; (2m-2i-j+2)/2,l/2)]. 

Die produk van die laaste twee terme in vierkante hakies kan 

nou geskrywe word 
-p-r-l-2(p-r-i) 

Cl I . 1 l l . 1 ~ 2 c t . . ; c 2m- J. ) I 2 , 1I2 ) J x 
l= J= lJ 

-p-r-2r 
r I I i = 1 I I j = 1 ~ 2 c Yi j ; c 2m- 2 i- j + 2 ) I 2 , 1I2 ) J 

-p -2( i-1) 
=II. 1 11. 1 B2(z .. ·, (2m-2i+J·+l)/2,l/2). l=r+ J= 1J 

Dus, 6.5.10 kan geskrywe word 
-p 

=II. 1B2(s.; m,n-i+l) i=r+ · i 
-. 2( i-1) 
I lj=l S2(zij • (2m-2i+j+l)/2,l/2). 

Die/ ••• 
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Die volgende stelling is nou bewys. 

Stelling 6.5.1 

Indien V"'VCR 2(m,n,Gr)' r<p, kan die verdelingsfunksie 

van V geskrywe word 
-p 

6.5.12 f(V) = CR 2(v1 •2(rxr); m,n,Gr)lli=r+lS2(si; m,n-i+l)• 

-2(i-l) 
I lj=l ~ 2 (zij ; (2m-2i+j+l)/2,l/2). 

Stelling 6.5.2 

Indien V"'-'C~ 2 (m,n,Gr)' r<p, kan die verdelingsfunksie 

van lvl geskrywe word 
-p 

6 • 5 .13 f ( I v I ) = f 1 ( I v 1 .. 2 I ) I I i = r+ 1~2 ( xi ; m- i + 1 'n- i + 1 ) 

Bewys. 

Indien Q van rang r<p is, volg uit 6.2.5 dat 

E( lv\)h = r (m+h)f (n-h)/(r (m)f (n))esp(-Q )1F1(n-h • n ·Qr) 
p p p p r ' ' 

= rr(m+h)fr(n-h)/(rr(m)fr(n))esp(-Gr) 1F1 (n-h • n ; Gr) 

-p . 
I I. 1 [1(m+l-i+h)1(n+l-i-h)/(1(m+l-i)f(n+l-i))J l=r+ 
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HOOFSTUK VII. 

DIE KOMPLEYSE NIE-SENTRALE MEERVERANDERLIKE DIRICHLET-VERDE-

7.1 Inleiding. 

( q )-1/2 ( q -1/2 = L:. 1A.+B A. L:. 1A.+B) en 
J= J J J= J 

1aat 1. 
J 

V. = B-l/2A.B-l/2 (j=l,--,q) 
J J 

waar A. (j=l,--,q) onafhanklike komplekse Wishart-verander­
J 

likes is met mj grade van vryheid respektiewelik en B 'n kom-

plc;kse Wishart-veranderlike is met n grade van vryheid. 

1. en V. is dus Hermities positief definiet. Die gesament-
J J 

like verdeling van die komplekse veranderlikes 11 , --, 1q 

word in paragraaf 7.2 gedefinieer in die volgende gevalle: 

(i) A{vCW(L:,mj) en BrvCW(L:,n 7 G), G van rang r~p, en 

(ii) A.rvCW(L:1,m.) en BrvCW(L:2,n). 
J J -q 

'n Asimptotiese verdeling vir 11 j \1j I wore. in 7 .3 afgelei 

in beide die gevalle. In 7.4 word die gesamentlike verde-

ling van V17 Vq gedefinieer in c.ie geval Aj""'CW(I,mj) 

en B""-'CW(I,n,G), G van rang rg, en in 7.5 word die ver­

deling van van LqspV. gevind~ 
J J 

7.2 Die komplekse nie-sentrale meerveranderlike dirichlet­

verdeling van die eerste soort. 

Stelling 7.2.1 

Indien A.-,..;CW(l::,m.) (j=l,--,q) en B""'°"CW(L:,n,G), G van 
J J 

rang p, word die gesamentlike verdelingsfunksie van 11 , --, 

Lq gegee deur 

7.2.1 f(11 ,--1) = (l/f (n)\rf (m.))IL:\-(m+n)esp(-G)\rl1.lmj-p 
q p JP J J J 

• GL:-lTl/2. 
' 
( I-2:: .L. )T1/ 2 )dT, 

J J 

I ... 
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waar I-L:.1. >0, 
J J m = 

Bewys. 

Die gesamentlike verdelingsfunksie van A. (j=l,--,q) en 
J 

B word gegee deur 

= (l/f (n)fr-f (m.))IL:l-(m+n)esp(-L:-1 (L:.A.+B)) 
p . J p J J J 

~1Ajlmj-P1Bln-p0F1 (n; GL:-1B). 

1aat L. = T-l/2A.T-l/2 , T = L:.A.+B. 
J J J J 

Integrasie met betrek-

king tot T in die gesamentlike verdeling van 1
1

, --, 1q en T 

lewer die stelling. 

Die verdeling 7.2.1 is komplekse nie-sentrale meerver-

anderlike dirichlet-ve'rdeling van die eerste soort van volle 

rang, d. i. 

11 ,--, Lq"""' CD1 (m1 ,--,mq, n,G). 

Indien G = O, d.i. die sentrale geval, volg die verdeling 

maklik dour na T te integreer met behulp van 1.3.6. Die 

verdelingsfunksic word dan gegee deur (Troskie (1967)) 

7.2.2 CD1(L1 ,--,1q ; m1 ,--,mq,n) 

= f (m+n)/(f (n)fr-r (m.))fr-11.lmj-Plr-I:.1.ln-p. 
p p . J p J J J J J 

Deur gebruik te maak van die integraal 

7 .2.3 J _!_J-11 . IL. laj-p I I-I: .L": I b-p CK(R( I-I: .1.)) -11 .d1. 
0 J J JJ ... JJ J J 

= f ( b, K) 11 . T' (a . ) / ( r (a+ b, K) ) Cr7 ( R) , a = L: .a . , 
P JP J p r.. JJ 

(hiercie integraal word bewys in 7.4), volg uit 7.2.1 dat 

en 

h = I: .h.' 
J J 

7.2.5/ ••• 
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2F2(n+h,m+n ; n,n+n+h ; G). 

1aasgenoer.ide resul taa t is dieselfc~e as c1ie van 5. 2. 3. 

Die volgende afleiding word sander om te bewys gegee 

aangesien die bewys daarvan dieselfde is as die van afleiding 

5.2.1. 

Afleiding 7.2.1 

Indien A ......... CW(I,m.) (j=l,--,q) en Bl"'\..ICl1J(I,n,G), Q van 
J J 

rang r<p en diagonaal, word die gesamentlike verdelingsfunk-

sie van 11 ., -- , 1q gegee deur 

7.2.6 f(11 ,--,1) = (l/f (n)\ \ .f (m.))esp(-G )\ 1.11.lmj-p 
q P JP J r J J 

waar 1. 
J = ( Lllj Ll2j) 

1 2lj 1 22j 

sodanig dat 111 j van orde r is. 

Hierdie verdeling is 'n komplekse nie-sentrale meerver-

anderlike dirichlet-verdeling van die eerste soort van rang r. 

Indien r=l, d~i .. die lineere geval, word die verdeling 

( Troskie ( 1967)) 

f (m+n)/(r (n)-11.r (m.))e-/\-11.11.\mj-P\1-L:.1.\n-p 
p p J p J J J J J 

1F1(m+n; n ; /\(1-l:jlllj)' 

Die momente van I ljl1jl 

/\ = G1 • 

en \I-l:.1.\ kan sondermeer uit 
J J 

7.2.4 en 7.2.5 respektiewelik gevind word indien Q van rang 

r< p is. 

Stelling 7.2.2 

Indien Aj"'VCW(l: 1 ,mj) ( j=l,--,q) en BrvCW(l:2 ,n) word die 

gesamentlike verdelingsfunksie van 11 , --, 1q gegee deur 

7.2.7/ ••• 
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7.2.7 f(L1 ,-·-,Lq) = (l/r (n)l I .f (m.))\L:1 l-mlz:2l-nl I .\1.\mj-p 
p J p J J J 

lr-z:j1jln-pf T>Oesp(-L:2-1 T)\Tlm+n-p0F0 (-T112 (r.~1-z:;l)· 

Bewys. 

T1/ 2z: .L. )dT • 
J J 

Die gssaoentlike verdelingsfunksie van A1 , --, Aq en B 

word gegee deur 

IB\n-pesp(-(L:2-1B+L:1-lL:jAj)' m=L:jmj. 

Stel LJ. = T-l/211. T-l/2, T = L: .A .+B. Die eksponent terr.1 
J J J 

word onder die substitusie 

esp(-(L:2-1 B+L:1-lL:jAj)) 

1 -1 -1 1/2 1/2 = esp(-2::2- T) esp(-(L:1 -2::2 )T L:jLjT ) 

= esp(-L:2-1 T) 0F0 (-(L:1-1-E2-1 )T1/ 2z:jLjTl/2 ). 

Integrasie na T in die gesamentlike verdeling van L1 , --, Lq 

en T lewer die stelling. Die verdeling word ook geklassi-

fiseer as 'n komplekse nie-sentrale meerveranderlike dirich-

let-verdeling van die eerste soort. 

7.3 'n Asimptotiese verdeling vir 11 . I 1. \. 
, _____ _...... .... ~ 

Met behulp van 2.3.1 kan 'n asiflptotiese verdeling vir 

I lj\Lj\ gevind word indien Aj"'VCW(L:,mj) (j=l~--,q) en 

B""'-'CW(L:,n,G), 8 van rang r~p. 

Stelling 7 .. 3.1 

Indien Ah"''V CW( L:, mh) ( h=l ~ --- , q) en B""VC\:J( L:, n, Q), G van 

rang r~, word die asimptotiese verdeling van I lhl1hl gegee 

deur 

7.3.1 P(-2pL:~=1loglLhl ~ z+) = L:k=OP(x~k~z)P(k) + esp(-Gr) 

l:kl:K(P(x;k+ 2~z)--P(xik~.z) )w1kcK(Gr)/k~ + O(m-
2

) 

waar/ •• o 



-125-

waar z+ = z - 2pp(L:hmhlogmh-mlogrn), fk = p2(q-1)+2np+2k, 

p = 1 + (~(n-p)-(L:h(l/mh)-l/m)(2p 2-l)/6)/(p(q-1)+2n), 

w1k = (-1/p)((l-p+n/m +l/2n)k + (L:~K. 2-2L:~K.j)/2m) en 
J J J J 

P(k) = esp(-Qr)(spGr)k/k!~ 

Bewys. 

mp ~I lq pm ~I \qi Im Laat W = (m / hmh h) h Lh h en M = -2logW. Vol-

gens 7.2.4 kan C.ie karakteristieke funksie van pM geskrywe 

word 

I lhfp(mh(l-2itp))/( I lhrp(nh)rp(m(l-2itp)+n,K)] 

CK( G )/kl • 

Die term tussen vierkante hakies is van die vorm 2.3.1 met 

xh = mh' x = m, vj = 1-j, yj = n+Kj. Vervang die term met 

2.3.2 en ignoreer O(m- 2). 7.3.2 kan derhalwe geskrywe word 

7~3.3 $(t) = esp(-~G)L:kl:K(l-2it)-fk/2 (l+T1k(t))CK(Q)/kl + 

O(m- 2 ), 

waar fk = p
2(q-1)+2np+2k en 

7.3.4 w1k = (-l/2p)((l-p)fk + n(p(n-p)+2k)/m - (L:h(l/mh) 

·-l/m)p(2p2-l)/6 + (l:.K. 2-2L:.K.j)/m + k/m). 
J J J J 

Laa t liJlO = 0 en los op vir p. Dus 

2 . 
p = 1 +(n(n-p)/m - (L:h(l/mh)-l/m)(2p -l)/6)/(p(q-1)+2n) 

en w1k word nou 

w1k = (-1/p)((l-p+n/m +l/2m)k + (L:.K. 2-22:: .K.j)/2m). 
J J J J 

Deur die inve~se van 7.3.3 te neem, is die stelling bewys 

indien G van rang p is. Indien G egter van rang r<p is, 

word Q deur G vervang en K bestaan dan uit net r komponente. r 

Indien q=l reduseer 7.341 na 5.3.1. 

7.4 Die/ ••• 
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7.4 Die kol!lplekse nie-sentrale meEJrveranderlike dirichlet-

verdeling van die tweede soort. 

Stelling 7.4.1 

Indien A."'VCW(I,m.) (j=l,--,q) en B-vC':l(I,n,G), G van 
J J 

rang p, word diE:' gesamentlike verdslingsfunksie van v
1

, --, 

V gegee deur q 

= r (m+n)/( 11.f (m. )f (n)) esp(-Q) 11.1v.1mj-p 
p J p J p J J 

II+LjVjl-(m+n) 1F1 (m+n; n; Q(I+r.jvj)-1 ), Vj>O. 

Bewys. 

Die gesamentlike verdelingsfunksie van A
1

, --, Aq en B 

word gegee deur 

\Bln-pesp(-(l./~j+B))01\(n; GB). 

stel vj = B-1/
2
AjB-1/ 2, J(A1 ,--,Aq,~v1 ,--,vq,B) = IBlpq' 

en integreer na B met behulp van 1.3.8. Dit bewys die stel-

ling. 

Die verdeling 7.4.1 is dan 'n komplekse nie-scntrale 

mec;rveranderlike dirichlet-verdeling van die tweede soort van 

volle rang. 

Indien Q = 0 word die verdeling (Troskie (1967)) 

= r ( m+n) / ( f ( n) 11 . r ( m. ) ) 
p p J p J 

-I I .lv.lmj-Plr+r..v.1-(m+n). 
J J J J 

Uit 7.4.1 volg dat 

7.4.3 r f-1--1 I 1m·-Pj 1-(m+n)- ( ( )-l -11 . 
I v-50 . v. J r+r.. v. cK G r+r.. v. ) .av. 
'j J J ·. JJ ~ JJ J J 

= 1;<n,K) 11 jrp(mj)/(fp(m+n,K)) CK(G) 

en derhalwe is 

7.4.4/ ••• 
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E 11 . I V. I h j = f ( n-h )-1 I . f ( m . +h . ) / ( 'f ( n) IT. f ( m. ) ) esp ( -Q) 
J J P JP J J P JP J . 

h=l:.h., 
J J 

7.4.5 E\I+L:.V.1-h = f (n+h)r (m+n)/(r (n)f (m+n+h)) esp(-Q) 
J J p p :p p 

2F2 (n+h,m+n ; Ll+n+h,n ; G). 

Laasgenoemde resultaat is dieselfde as die van 6.2.6. 

Indien die substitusie V. = (I-L:.1.)-1121.(I-L:.1.)-l/2 
J J J J J J 

in 7.4.3 uitgevoer word met 

J(V1 ,--,Vq ~11 ,--,1q) 

= CD1(11 ,--,Lq ; m1 ,--,mq,n)/CD2(v1 ,--,Vq ; m1 ,--,mq,n) 

= lr-L:.1.1-p(q+l) 
J J 

dan volg die integraal 

7.4.6 f-!-J-l \ .\1.imj-Plr-L:.1.\n-pCK(G(I-L:.1.))-i \ .d1J. 
0 J J JJ . JJ J 

= f P(n,K) 11 }"p(mj )/(rp(m+n,K)) CK(G) 

soos aangegee in 7.2~4. 

Dit mag net genoem word dat onder die substitusie 

wl = vl, W2 = V1+V2, 

verkry word: 

W = L:~V. cie volgende verdeling 
q J J 

-11 q I ' Im. -p I 1-< m.+n) -. W.-V. l J I+W 1F1(m+n 
J J J- q 

; n ; G(I+Wq)-1 ), 

w .)0. 
J. 

Na analogie van die bekende eenveranderlike verdeling (Wilks 

(1962)), sal hierdie verdeling die komplekse nie-sentrale 

meerveranderlike geordende dirichlet-verdeling van volle rang 

wees. 

Afleiding 7.4.1 

Indien A{-,,.iCW(I,mj) (j=l,--,q) en BrvCW(I,n,G), Q diago­

naal en van rang r<p, word die gesamentlike verdelingsfunk-

sie/ ••• 
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sie van vl, --, vq gegee deur 

= r (m+n)/(rp(n)\ I .r (m.)) esp(-Q )11.lv.lmj-p 
P JP J r J J 

II ~ V 1-(m+n) - ( • • +~j j 1F1 m+n , n , 

sodanig dat N11 van orde r is. 

Bewys. 

Deur van 1~2~20 gebruik te maak volg die afleiding son-

dermeer. 

Hierdie verdeling is 'n komplekse nie-sentrale meerver-

anderlike dirichlet-verdeling van die tweede soort van rang r. 

Indien r=l, d.i. die line~re geval, is die verdeling deur 

Troskie (1967) gedefinieer~ 

7.5 Die verdeling van spL:qV .• 
- . LI_ 

Stelling 7.5.1 

Indien A."'VCW(L:,m.) (j=l,--,q) on B"'VCW(l:,n,Q), Q van 
J J 

rang p, 

deur 

7. 5.1 

Bewys. 

word die verdelingsfunksie van P = SpL.V. gegee 
-· J J 

f(P) = f (m+n)/(r (n)I'(mp)) esp(-Q)L:kL:KL:~JL:~gK6J(-l)j p p ~ J u ., 

pmp+j-l[m]J[m+n] 0CK(G)C0 (IP)/([n]K(mp)jCK(IP)klj!), 

P>O. 

Onder d . b t. t . V B-l/2A B-l/2 ( · -1 - ) 1e su s 1 us1e j = j J- , -,q , 

word die Laplace-getransformeerde funksie van spL.V. gegee 
J J 

deur (sien 7.4.2) 

g(t)/ ••• 
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= (l/f (n)l I .f (m.)) esp(-Q)f----fJ 11.lv.\mj-p 
p J p J Vj>O' B>O J J 

\B\m+n-pesp(-B) esp(-(B+tI)l: .V.)
0
F

1
(n ; QB)dBI \ .dV .• 

J J J J 

Deur na v1 , 

is 

vq agtereenvolgens te integreer volgens 1.3.6 

g(t) = (l/fp(n)) esp(-Q)JB>Oesp(-B)IBlm+n-plB+trl-m 

0"F1 (n ; QB)dB~ 

Dit is dieselfde voorskrif soos gegee in 6.4.1 met l:=I. 

Aangesien spl:. V. invariant is ten opsigte van die transfor­
J J 

masies Aj-> z::
172

AjL: 1/ 2 ( j=l,--,q) en B-> L: 1/ 2m: 112 , is die 

verdeling dieselfde as die gegee in 6.4.5 en dus die stelling. 
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HOOFSTUK VIII. 

SEKERE ASPEKTE WAT BETREF DIE .ALGEMENE MEERVOUDIGE KORRELASIE 

MATRIYS R. 

8.1 Inleiding. 

Indien die vektor X = ( X( l) ) ( q) 

xC 2 ) (r) 

(reeel of kompleks) 

verdeel is norm:ial met kovariansie matriks I: = ( l: 11 ( q xq ) l: 12 ) 

L21 I:22Crxr) 

en 'n steekproef van N waarnemings word op X gemaak, dan 

word die algemene meervoudige korrelasie matriks R(qxq) so-

danig gedefinieer (~hatri (1964)(b)) dat Qit 'n maat van ver­

wantskap tussen die twee stelle waarnemings op x(l) en x( 2 ) 

is. Die verdeling van R is ondersoek en gedefinieer deur 

Troskie (1968) en Srivastava (1968). In hierdie hoofstuk 

word asimptotiese verdelings vir IRI en II-RI afgelei en die 

eksakte verdeling van die grootste wortel (kwadraat van die 

grootste kanoniese korrelasie ko~ffisi~nt) van R word gedefi-

nieer. In 8.2 word die aspekte beskou vir die re~le geval 

en in 8.3 vir die komplekse geval. 

Die volgende resultate is nodig vir die aflei van die 

verdelings: Laat n = N-1. 

Re'ele gev~l. 

8.lol EIHlh = :rq(n/2)1q(r/2 +h)/(I'q(n/2 +h)I'q(r/2))1r-Pln/2 

3F2(n/2,n/2,r/2 +h ; n/2 +h,r/2 ; P) 

8.1.2 :rq(n/2)1q(n/2 -r/2 +h)/(I'q(n/2 +h)I'q((n-r)/2)) 

2F1(n/2,n/2 ; n/2 +h ; P) 
( Troskie ( 19 68)) 

-1/2 -1 -1/2 waar P = Lll z-: 12z-: 22 L21L11 die populasie meervoudigs 

korrelsie matriks is (R is die maksimum aanneemlike berQmer P). 

Die/ ••• 
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Die gesamentlike verdelingsfunksie van die karakteristieke 
2 2 wortels l>r1 >-->rq >0 van R word gegee deur (Constantine (1963)) 

2 
8.1.3 f(6) = nq / 2rq(n/2)/(I'q(q/2)I'q((n-r)/2)I'q(r/2))1I-Pln/2 

l6l(r-q-l)/21I-6l(n-r-q-l)/2 aq(6) 

r 1
2 (i=l,--,q) is ook die i-de 

kanoniese korrelasie koeffisient gekwadreer. 

¥..:or.rplekse geval. 

( Troskie ( 19 68)) 

8.2 Die reele geval. 

Stelling 8.2.1 

Die asimptotiese verdeling van IRI word gegee deur 

8.2.1 P(-aloglRI ~ z) = P(x~~z) + II-P\n/2 (P(x~+2~z)­

P(x~~z))LkLK(n/2)KwlkCK(P)/k~ + O(r-
2

) 

waar a=rp, p=l + (n-r-q-l)/2r, f=(n-r)q en 

w1k=(-l/2p)((n-r)((n-r)q/2 -q2/2 +2K -q/2)/r + (1-p)f). 

Bewys. 

Stel W = !Rlr/2 en M = -2logW. Volgens 8.1.1 kan die 

karakteristieke funksie van pM geskrywe word 

8.2.2/ ••• 
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8.2.2 ¢pM(t) = E\R\-itpr 

= lr-Pln/
2
LkLK(n/2)K[rq(n/2,K)fq(r(l-2itp)/2,Y)/ 

Die term tussen vierkantc hakies is van die vorm 2.3.7 met 

x = r/2, v. = (1-j)/2 +K. en y. = (n-r)/2. Die resultaat is 
J J J 

soortgelyk as die van 2.3.4~ en dus die stelling. 

Stelling 8.2.2 

Die asimptotiese vcrdeling van Ir-RI word gegee deur 

8.2.3 P(-alog\I-RI ~ z) = lr-P\n/2LkLK(P(x~k+ 2~z)-P(x~k~z)) 

(n/2)Kl\JlkCK(P)/kl + lr-Pln/2LkLKP(x~k~z)(n/2)K 

CK(P)/kl +O(n-r)- 2 

waar a=(n-r)p, fk=rq+2k, p=l + (r-q-l)/2(n-r) en 

w1k=(-l/p)((l-p+r/(n-r))k + (LjKj 2-LjKjj)/(n-r)). 

Bewys. 

Stel V = lr-Rl(n-r)/2 en M = -2logV. Volgens 8.1.2 

kan die karakteristieke funksie van pM geskrywe word 

WpM(t) = E\I-R\-itp(n-r) 

= lr-Pln/2LkLK(n/2)K[rq(n/2,K)fq((n-r)(l-2itp)/2)/ 

(fq((n-r)/2)fq((n-r)(l-2itp)/2 +r/2,K))]Cy(P)/kt • 

Die term tussen vierkante hakies is van die vorm 2.3.7 met 

x = (n-r)/2, vj = (1-j)/2 en yj = r/2 +Kj. 

volg dus na analogie van stelling 2.3.6. 

Die stelling 

Indien P van rang s<q is, kan hierdie asimptotiese ver-

delings sander meer omskrywe word, raaar indien S=l, d.i. 

die line~re geval, vereenvoudig die verdelings heelwat. 

'n Ortogonale matriks C kan gevind word sodanig dat 
2 

CPC I = ( P1 0) 

0 0 

waar/ •.• 
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2 d. . t t 1 p . waar pl ie en1gs e wor e van is. Die volgende aflei-

dings kan nou uit die twee stellings gemaak word: 

A fl G id i ng 8 • 2 • 1 

Indien P van rang een is, kan die asimptotiese verde­

ling van lr-R\ geskrywe word 

802.4 P(-alog\I-R\ ~ z) = EkP(x~ ~z)P(k) + Ek(P(x~ +2~z)-k k 

P(x~ ~z))w1kP(k) + O(n-r)-2 

k 

waar P(k) = (l-p1
2 )n/2(n/2)kp1

2k, w1k=(-l/p)((l-p+r/(n-r))k + 

(k2-k)/(n-r)) en die ander parameters gegee word in stelling 

8.2.2. 

Afleiding 8.2.2 

Indien P van rang een is, kan die asimptotiese verde­

ling van IRI geskrywe word 

8.2.5 P(-alog\RI ~ z) = P(x~~z) + O(r-2 ) 

waar a= r + 2d/q + (n-r-q-1)/2, f = (n-r)q end= (l-p1
2 )-10 

pl 
2
n/2. 

Bew:vs. 

Uit stelling 8.2.1 volg dat 

w1k = (-l/2p)((n-r)(nq-rq-q 2+4k-q)/4r + (l-p)f). 

Laat w1a=O (d enige heelgetal) en los op vir p, dDi. 

8.2.6 p = 1 + 2d/rq + (n-r-q-l)/2r. 

w1k word nou 

8.2.7 w1k = (d-k)/rp = (d-k)/a, a=rp. 

Die tweede term in 8.2.1 kan derhalwe geskrywe word 

8.2.8 (l-p1 2 )n/2 (P(x~+ 2~z)-P(x~~z))Ek(n/2)kwlkPl 2k/kl 

= (P(x~+2~z)-P(x~~z))(d - (l-p1
2 )n/2Ekk(n/2)kp1

2k/kl)/a. 

Maar Ekk(n/2)kp1
2k/kl 

= (n/2)pl2(1-pl2)-l(l-pl2)-n/2 

en/ ••• 
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~n dus kan die term 8.2.8 nul gemaak word dcur 

2( 2)-1/ d = np1 l-p1 2 

te necm. Dit bewys die afleiding. 

Stelling 8.2.3 
2 Die verdelingsfunksie van r1 , die kwadraat van die 

grootste kanoniese korrelasie koeffisient, word gedefinieer 

as 

8.2.9 f(rl 2 ) = rq(h/2)I'q((q+l)/2)/(I'q((n-r)/2)I'q((r+q+l)/2)) 

lr-Pln/2L L L·L Lg or 2(rq/2 +k+j-l)(rq/2 +k+j) 
k K J J 6 K,J 1 · 

Bewys. 

Laat z. 1 = r. 2/r1
2 , i=l,--,q-1 7 l- l 

Z = diag(z1 ,--,zq_1 ) 

z+ = diag(l,zl,--,zq-1). 

( 2 ) 2( q-1 ) I I 2q I I q( q-i) I I J /J.-;> r 1 , Z = r 1 , 6 = r 1 Z , aq ( 6) = r 1 I-Z • 

( ) I I ( n-r-q-1) /2 (r. )/ ) ( 2 + ) aq-l Z , I-6 = LjLJ ~-n+r+l 2 JCJ r 1 Z • 

2 Die voorskrif van die gesamentlike verdelingsfunksie van r 1 

en Z is 

8,2.10 f(r1
2,z) = ~q 2/2r (n/2)/(r (q/2)I' (r/2)I' ((n-r)/2)) q q q q 

lr-Pln/2r 2(rq/2 -l)lzl(r-q-l)/21r-zl 
1 

aq_1 (Z)LkLKLjLJ(n/2)K(n/2)K((q-n+r+l)/2)J 

CK(P)CK(rl2zjcJ(rl2z+)/((r/2)KCK(Ip)klji). 

Integreer na Z deur gebruik te maak van 2.4.11 en die stelling 

volg. 

Uit 8.2.9 volg derhalwe 

8.2.11/ ••• 
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= rq(n/2)fq((q+l)/2)/(rq((n-r)/2)fq((r+q+l)/2)) 

I \n/2 0 rq/2 +k+j( I ) ( I ) ( I ) I-P Lkl:KLjLJLogF.,Jz n 2 K n 2 K r 2 0 

CK(Iq)klj~). 

In die besonder as P van rang een is, d.i. die lineg;re geval 

8.2.12 P(r1
2 ~ z) = fq(n/2)fq((q+l)/2)/(fq((n-r)/2)fq((r+q+l)/2)) 

( 2)n/2 0 rq/2 +k+j( I ) ( I ) ( I ) l-p1 l:kLjLJL:ogK,Jz n 2 k n 2 k r 2 0 

Stel hierin q=l, dan 

8.2~13 P(r1
2 ~ z) = r(n/2)/(f((n-r)/2)f((r+2)/2)) (l-p

1
2)n/2 

LkLjzr/2 +k+j(n/2)k(n/2)k(r/2)k+j((2-n+r)/2)j 

p1 2k/((r/2)k((r+2)/2)k+jk~j~). 
Dit is die nie-sentrale verd0ling van die kwadraat van die be­

kende meervoudige korrolasie koeffisient (sien Anderson (1958), 

bls. 95). 

8.3 Romplekse geval. 

Stelling 8r.3.l 

Die asimptotiese verdsling van \R.I word gegee deur 

803~1 P(-alog\RI ~ z) = P(x~~z) + lr-P\n(P(x;+ 2~z)-P(xi~z)) 

l:kL:K[n]KwlkCK(P)/k~ + O(r-2) 

waar a = 2rp, f = 2(n-r)q~ p = 1 + (n-r-q)/2r en 

w1k = (-l/2p)(q(n-r)(n-r-q)/r + 2k(n-r)/r + (1-p)f). 

Bewys/ . -" 
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Be~s. 

Volgens 8.1.4 kan die karakteristieke funksie van pM, 

M = -2loglRlr, geskrywe word 

8.3.2 $pM(t) = \I-PlnL:kL:K[nJK[fq(n,K)fq(r(l-2itp),K)/(fq(r,K) 

rq(r(l-2itp)+n~r,K))]CK(P)/k~. 

Die term tussen vterkante hakies is vnn die vorm 2.3.7 met 

x = r, v. = 1-j+K. en y. = n-r. 
J J J Die stelling volg dus na 

analogie van stelling 5.3.3. 

Afleiding 8. 3 .1 

Irtdien die rang van P een is, word die asimptotiese 

verdeling van \RI gegee deur 

8.3.3 P(-aloglRI ~ z) = P(x~~z) + O(r- 2 ) 

I ( ) 2( 2)-1 waar a = 2r + n - r - q + 2d q, f = 2q _n-r en d = p
1 

l-p
1 

n. 

Bewys. 

Indien P van rang een is, bestaan 'n unit~re matriks N 

sodanig da t 

NPN 1 

Die tweede term in 8.3.1 kan derhalwe geskrywe word 

Laat w1a=0 (d enige heelgetal) en los op vir p, d.i. 

p = 1 + (n-r-q)/2r + d/rq. 

w1k word nou 

w1k = 2(n-r)(d-k)/a, a = 2pr. 

Bostaande term is dus nul indien 

2( 2)-1 d = np1 l-p1 

en dus die afleiding. 

Stelling 8.3.2 

Die asimptotiese verdeling van lr-R\ word gegee deur 

8.3.4/ .d 
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B.3.'t P(-alog\I-RI ~ z) = \I-P\nEkEKP(x~k~z)[n]KCK(P-)/k~ + 

lr-PlnEkEK(P(xik+2~z)~P(x~k~z))[n]KwlkCK(P)/k~ 

+ O(n-r)-2, 

waar a= 2(n-r)p, p = 1 + (r-q)/2(n-r), fk = 2(rq+k) en 
2 . . 

w1k = (-1/p)((l-p+r/(n-r))k + (E.K. -2E.K.j+k)/(n-r)). 
J J J J 

Bewys. 

Volgcns 8.1.5 kan die karakteristieke funksie van pM, 

2 I ln-r M = - log I-R , geskrywe word 

Hierdie voorskrif is egter soortgelyk as di~ gegee in stel-

ling 5.3.4 en derhalwe die stelling. 

A f 1 e id i ng 8 • 3 • 2 

Indien P van rang een is, word die asimptotiese verde-

ling van Ir-RI gegee deur 

2 = E kp ( X f ~ z) P ( k ) 
k 

8.3.5 P(-aloglr-RI ~ z) 

P(x~ ~z))w1kP(k) + O(n-r)-2 
k 

. 2 
waar w1k = (-1/p)((l-p+r/(n-r))k + (k -k)/(n-r)), 

P(k) = (l-p1 2 )n(n)kp1 2/k~ en die ander parameters gegee is 

in stelling 8~3.2. 

Bowvs. 

Hierdio afleiding volg sondermeer uit stelling 8.3.2. 

,_:; t e 11 i ng 8 • 3 . 3 

2 Die verdelingsfunksie van r 1 , die grootste kanoniese 

korrelnsie ko~ffisi~nt gekwadreer, word gegee deur 

8.3.6/ ••• 

__J 
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8.3.6 f(rl
2

) = fq(n)rq(q)/(fq(r)fq(r+q)) lr-PlnLkLKLjLJL6gK~J 

rl 2( rq+k+ j-1) [n]K[n]K[ rJ 6 [ r-n+q] /3.K( p )C6 ( Iq) /( 

Bewys. 

Die bewys volg dieselfde patroon as die van stelling 

8.2.3 net in agneCTing van die integraal 5.4.4. 
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SUMMA RY. 

NON-CENTRAL MULTIVARitTE BETA DISTRIBUTinNs. 

Let the random matrices A and B be two independent Wishart 

variates. Let L = (A+B)-l/2A(A+B)-l/2 and V = B-l/2AB-l/2 • 

This study concerns the non-central distributions of 1 and V, 

called the non-central multivariate beta distributions of the 

first and second kind respectively. A and B are first consi-

dered as real variables and then as complex variables. 

The first chapter gives an introduction and some properties 

of hypergeometric functions of matrix argument and of the Wishart 

distribution. 

In chapter II the distribution of 1 is derived. Asympto-

tic distributions for 111 and II-11 are given and the exact dis-

tribution of the largest root of 1 is defined. The moments of 

tr1 and tr(I-1) are also derived. It is shown that the distri-

bution of 1 can be written as the product of independent beta 

distributions of the first kind. 

In chapter III the distribution of V is derived. Exact 

distributions for trV and trv-l are defined and it is shown that 

the distribution of V can be written as the product of indepen-

dent beta distributions of the second kind. 

The non-central multivariate dirichlet distributions of the 

first and second kind are derived in chapter IV. An asymptotic 

distribution for 11 .11. I 
J J 

is given and the exact distribution 

of I.trV. is derived. 
J J 

In chapters V throuCTh VII the same is done as in the pre-

vious chapters, hut in the complex case. 

In chapter VIII certain aspects of the generalised multiple 

correlation matrix R are considered. The non-central distri-

bution of the largest root of R is defined and asymptotic dis­

tributions for \RI and Ir-RI are derived. 
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