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ENKELE NOTASIES.

Tensy waar anders vermeld, word skalar-veranderlikes aangeduil

deur klein-letters en matriks-veranderlikes deur hoof-letters.

A en B : Withart-veranderlikes.
\A| : determinant van A.
Sph . spoor van A.
espA : eksponent(spA);
A : . transponent van A,
diag(al,-n,ap) =72, 0 -~--0
0 8, = = - 0
0 Q - - - ap
I : identiteits matriks.
4 . verdeel is soos.
oL ¢ is proporsioneel tot.
1/2

Laat 4 = TT', dan A = T waar T 'n onderdriehoekige matriks

is met diagonaal-elemente positief.
W1/2p1/2 _ 41/25,1/2y,



BOOFSTUK 1I.

INLEIDING.

1.1 Inleiding en opsomming. .

Veronderstel x en y is twee onafhanklike xz—veranderlikes

[0]

met m en n grade van vryheid respektiewelik. Die volgend
. verdelings is nou geen onbekendes in die statistiek nié:
Die verdeling van

w = x/(x+y)
is 'n beta van die eerste soort en die verdelingsfunksie word

gegee deur

8, 3 w/2 , 0/2) = M((men)/2)/(N(w/2)T(n/2) ™2 “H1w)/2 -1,
' O<u</1.

Die verdeling van
v = x/y
is 'n beta van die tweede soort en die verdelingsfunksie word
gegee deur‘v
B,(v § /2 , n/2) = D((m+n)/2)/(T(m/2)T(n/2))v"/2 ~L(14y)=(me0)/2,
>0,
Indien y egter verdeel is soos 'n nie-sentrale x2 met nie-

sentrale parameter A, dan word die verdelingsfunksie van u en

v respektiewelik gegee deur
B(u; w/2, n/2, M2) = T'((m+n)/2)/(T(m/2)T(n/2)) e“A(z
/2 -1/ L F ((men)/2 ;
n/2 ; AM1-U)/2), O0Kul,

en

By(v 5 w/2, n/2, M2) M((m+n)/2)/(T(n/2)T(n/2)) &2

]

vm/2 _1(1+v)-(m+n)/21F1((m+n)/2 i
n/2 3 A(1+v)~1/2), v>o.

Indien x in plaas van y verdeel is soos 'n nie-sentrale

x2 met nie-sentrale parameter A, dan word die verdelingsfunk-

sies_resPektiewelik/ PN
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sies respektiewelik gegee deur ”
B(u 5 /2 , n/2 , A/2) = T((mn)/2)/(T(m/2)T(n/2)) &=V
| o w8/ 2 ‘1(1‘u)n/2 ‘11F1((m+n)/2 :
n/?2 j a/2), ocucl,

en

Bo(v 5 w/2 , n/2 , A2) = T((m+n)/2)/(T(m/2)T(n/2)) M2

/2 (1408402 B (min)/2 5

il

(1+v)
n/2 ; av(1+v)"1/2), wyo.

Met die ontwikkeling van die meerveranderlike statistiese
analises het 'n uitbreiding van hierdie verdelings na die meer-
" verandeflike noodwendig gevolg. Die Wishart-verdeling is ge-
def;nieer as die plaasvervanger van die x2-verdeling in die

meerveranderlike statistiek. So is die statistieke

L

(a+B)~1/2 (a43)"1/2
en :
v = g1/25-1/2

gedefinieer as die meerveranderlike analo€é van u'en v respek-
tiewelik, waar A en B twee onafhanklike Wishdrt-veranderlikes
is van orde p met m en n grade van vryheid respektiewelik.

Die verdeling van L is reeds deur Hsu (1939) ondersoek: Uit
die werk van Anderscn (1958) en Khatri (1959) het dit geblyk

dat die verdeling van L 'n meerveranderlike.beta van die

eerste soort is. | Die verdeling van V is deur Olkin en Rutin
(1964) afgelei en is 'n meerveranderlike beta van die tweede
soort. Kshirsagar (1961) het die nie~sentrale verdeling van

L gedefinieér, maar slegs in die lineg&re geval, dit is in-
dien die matriks van nie-sentrale parameters 6 van rang een

is. lLaasgenoemde verdeling volg deur A of B as 'n nie-sentrale
Wishart—veraﬁderlike te beskou met nie-sentrale parameter 6

van rang egn.. Die nie;sentrale verdeling van V is deur
Troskie (1966) afgeléi en ook slegs in die line&re geval.

Hierdie nie-sentrale verdelings staan bekend as die nie-sen-

trale meerveranderlike/ ..
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trale meerveranderlike beta-verdelings van rang een.

Die nie~sentra1e»verdeliﬁgs is wveral belahgrik in die
opsig dat die nie-sentrale verdelings van sommige van die vol—
gende toetsingsgroothede daaruit herlei kan wofd: “

(i) [I—Ll ~ Wilks se kriterium of die aannéemlikheids-
verhoudings kriterium (Wilks (19%2)).

(ii) 1, - Roy se grootste-karakteristieke-wortel krite-
rium (Roy (1945)). 1, is die grootste karakteristieke
wortel van L. _

(iii) SpL(I—L)-l en spL - Pillai se kriteria (Pillai
(1955),(1960)).

Hierdie toetsingsgroothede e.a. bestaan as alternatiewes vir
die toets van verskeie hipotesese in meerveranderlike regfes—
sie-analises en variansie—analises (sien Anderson (1958)).

In hoofstuk 2 word die verdeling van L ondersoek indien
© van rang r{p is. Asimptotiese verdelings vir lI—L\ en |L|
word afgelei en waardes van die - -onderskeidingsvermoé-~funksie
van Wilks se kriterium is bereken en getabuleer. Van hierdie
reéultate is reeds aangebied vir publikasie (de Waal). Die
eksakte verdeling van 1, word gedefinieer en die momente van
spL word gevind. Dit word ook aangetoon dat indien r<p die
verdeling van L geskrywe kan word as die produk van onafhank-
like beta-verdelings van die eerste soort vermenigvuldig met -
'n nie-sentrale meerveranderlike beta-verdeling van die eerste
soort en van volle rang.

In hoofstuk 3 word die verdeling van V indien 6 van
rang r{p is, ondersoek. Eksakte verdelings vir spV en
spV—l word afgelei en dit word aangetoon dat die verdeling
van V geskrywe kan word as die produk van onafhanklike beta-
verdelings van die tweede soort vermenigvuldig met 'n nie-
sentrale me%veranderlike beta~verdeling van die tweede soort
en van volle rang. Van hierdie resultate is ook reeds aan-

gebied vir/ ...

L
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gebied vir publikasie (de Waal (b)).

Gepaard met die ontwikkeling van die meerveranderlike
beta~verdelings het gegaan die ontwikkeling van die meerver-
anderlike dirichlet-verdelings.

Veronderstel Xj (3= l,-—«,q) is onafhanklike xz—verander-
likes met mj grade van vryheld respektiewelik, laat y 'n x2—
veranderlike wees en onafhanklik van Xj met n grade van vry-

heid, dan is Ups Ugy ==, uq,

-1 .
= o (I.x, .
vy = Xy ey

gesamentlik verdeel soos 'n dirichlet-verdeling van die eerste

soort met verdelingsfunksie
Dl(ul’";’uq ;m1/2,"am /2’ n/2)

T2 mj/2) n/?2 -1,

= T'((m+n)/2)/ n/2)‘\ ) 11 5Y; fl(l—Z'u

i 343

O<u<l, 1-T.u. 50, m=X.m..
CWy<l, 1-Zgug >0, melymy

Die gesamentliike verdeling van Vis Voy ~= vq,

vj = Xj/.V’

is weer 'n dirichlet van die tweede soort en die verdelings-

fuksie word gegee deur

Dz(vls"vq ;m1/2’"‘fm /2. n/2)

(m+n)/2)/(T(n/2 || /2))\| mj/2) 1(1+23v3) (m+n)/2,

v.>0.
J>

Indien y egter verdeel is soos 'n nie-sentrale x2 word die
ooreenkomstige nie-sentrale verdelings verkry.
In die meeveranderlike statistiek is die statistieke

~1/2 -1/2

Lj (ZjAj+B)

1

A (S.A.+B
3(Z585+B)
en

Vj _ B-1/2Aj]3-1/2

as die meerveranderlike analocé van uj en vj respektiewelik

gedefinieer/ ...
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gedefinieer waar Aj (j=1,-~,q) en B onafhanklike Wishart-ver-
anderlikes is van orde p met mj en n grade van vryheid respek-
tiewelik. Olkin en Rubin (1964) het die gesamentlike verde-
ling van Ll’ L2, —— Lq afgelei as 'n meerveranderlike diridh—
let—verdelihg van die eerste soort. Die gesamentlike verde-
ling van Vl’ V2, —_— Vq is deur Troskie (1966) gedefinieer as .
'n meerveranderlike dirichlet-verdeling van die tweede soort.
Troskie (1967) het daarna die nie-sentrale meerveranderlike
dirichlet-verdelings van die eerste en tweede soort afgelei

in die lineére geval, d.i. deur B as 'n nie-sentrale Wishart-
veranderlike te beskou met nie-sentrale parameter © van rang
een.

In hoofstuk 4 word die nie;sentrale meerveranderlike di-
‘richlet-verdelings van die eerste en tweede soort van rang r¢p
afgelei asook die asimptotiese verdeling van TTle‘. Die ek-
sakte verdeling van stij word ook gedefinieer.,

In hoofstukke 5-7 word die komplekse analo€ van die werk
in hoofstukke 2-4 beskou.

In hoofstuk 8 word die asimptotiese verdelings van \R‘
en iI~R| afgelei asook die eksakte verdeling van rlz, die
grootstevwortel van R, waar R die algemene meervoudige kor-
relasie matriks is soos gedefinieer deur Khatri (1964)..

Die verdelings word ook afgelei indien R 'n komplekse veran-
derlike is.

Amngesien hipergeometriese funksies van matriks argument
en sonale-polinome deurgaans in hierdie gtudie gebruvik word, sal
dit kortliks in 1.2 gedefinieer word met sommige van hulle
eienskappe in die reéle en komplekse gevalle. In 1.3 word
die sentrale en nie-sentrale Wishart—verdelingé gegee asook
'n paar belangrike integrale wat daaruit volg en waarna dik-

wels verwys word.

Dit dien net daarop gewys te word dat deurgaans in hier-

die studie/ ...
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1/2

die studie @die volgende definisie vir A

1/2

gebruik sal word:

A = Tmet A = TT!
sodanig-dat T 'n onderdriehoekige matriks is met diagonaal=~
elemente positief (sien Olkin en Rubin (1964)). Verder word

van die veronderstelling uitgegaan dat Al/ZBAl/2 = Al/ZB(Al/2)'.

1.2 Hipergeometriese funksies en sonale-polinome .

Reeéel.
Die hipergeometriese funksie van matriks arcument word
in die algemeen gedefinieer as (Constantine (1963))

1.2.1 rFq(al,az,——,ar ;3 Dyybyy==,D S)

q ;
W '

e 1

= Iy _olglag g (a )y CK(S)/(bl)K..(bq)ka
waar S 'n recéle simmetriese matriks van orde p is.

[ 1)/2
(a)K = izl(a + (l"l)/ )Kl
en (a)k =ala +1)...{a + Ki -~ 1), Indien die gamma-funksie

1

bestaan, kan (a)Y ook geskrywe word as
1.2.2 (a)K = Tp(a,K)/Fp(a)

waar

123 Ta,m) = REVANL M@ sk v (1-0)/2)

en Tp(a) = Tp(a,O). K = (Kl,K2,—-,Kp), K 2Ko2~=2K >0, is

P
'n opsplitsing van k in nie meer as p komponente nie sodanig
dat ZiKi = k. |

Vir elke opsplitsing K van k bestaan daar 'n sonale-poli-
noom CK(S) (James (1961)(a)) wat 'n homogene simmetriese poli-
nqoﬁ in die elemente van S is sodanig,dati

_ X
1.2.4 ZKCK(S) = (spS) .

Die volgende eienskappe is van belang.

1.2.5 CK(RSP) :'CK(PRS) = Cp(SPR)

1.2.6 CK(aS)/ e
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1.2.6 Cp(as) = ach(s) (a 'n skalar)
1.2.7 fo(p)CK(PHSH')d(H) - CK(P)CK(S)/CK(IP)

Qaar H 'n ortogonale matriks is en d(H) die invariante Haar-
maat is oor die ortogonale groep O(p), genormaliseer sodat

die maat oor die hele groep een is, Indien die eerste ry ele-
mente van H positief is, word die normaliserende-konstante
gegée deur (James (1954)) ,

1.2.8 (1/2p)!0(p)d(H) = 70 /Q/Tp(p/Z)«

Deur van 1.2.7 gebruik te maak, volg dat (James (1964))

1.2.9 fO(p) FglByy==s8 5 bp,==yDy ;] PHSH' )d(H)

= (Fo(a1s7=52, 5 Dyy==yby § P,S)
Eksplisiete vorms vir CK(S) is slegs bekend indien
(i) s = Ip (Constantine (1963)), (ii) p = 2 (James (1964)),
(ii) K slegs uit een komponent bestaan, d.i. K=(k,0,--,0)=(k)
(Rubin (1962)). Tabelle is bekikbaar (James (1964) en James
en Parkhurst) vir die berekening van CK(S) vir k:l(l)li,
Indien S van rang r<{p is, Dbestaan ‘n ortogonale matriks

C sodanig dat

waar Sr(rxr) van rang r is. Die sonale~polinoom CF(S) word
nou (James (1961)b))
1.2.10  Cy(s) ={o Ki>r#0

Cp(S,) Kisr™

0
K is nou 'm opsplitsing van k in nie meer as r komponente nie.
'n Spcsiale vorm van 1.2.1 is (James (1964))

1.2.11  (Fy(a ; S) = |1-s]72,

Kompleks.,

Indien die argument S van die hipergeometriese funksie

as Hermities beskou word, d.i. S=S' waar S die toegevoegde

van S is/ oo
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van S is, word die hipergeometriese funksie gedefinieer as
(James (1964))

S)

1.2.12 r?q(al,--,ar ; bl,-—,bq ;
= zkzO;KLal]K...[ar]K CK(S)/[bl]K...[bq]Kkl
waar S = SR + iSI. R dui die redele deel aan en I die'imagi-

nére deel.

1.2,13 (a]

-.—p .
¥ \ii=l(a + 1 - 1)Ki

of
102.14

i

T ) /T (a
5(85E)/T ()
indien die gamma-funksie bestaan.
- _ p(p-1)/27( s
1.2.15 Tp(a,x) = T Ilizlr(a+1 i+K )
02916 T_- a ’—'T O

1.2 5(2) = T (a,0)
K = (Kl,-—,Kp) is 'n opsplitsing_van k in nie.meer as p kompo-
nente nie. EF(S),is die sonale-polinoom van die Hermitiese
matriks S. Die eienskappe 1.2.5 en 1.2.6 geld ook in hierdie

geval terwyl die eienskap 1.2.7 nou is
. c T _ C fal
1.2;17 fo(p)CK(PUSU )a(u) = CK(P)CK(S)/CK(IP)

waar U 'n unitére-matriks is, d.i. Uﬁ'; Ip,' en d4(U) die in-
variante Haar-maat is oor die uniféfe—groep U(p) genormaliseer
sodat die totale maat een is. Die normaliserende~konstant
word ih hierdie geval

1.2.18 nP(P‘l)/Tp(p).

Deur van 1.2.17 gebruik te maak, volg dat (James (1964))
1.2.19 IU(p) Fglay,==y2, 5 by,-=,b ; PUST')a(V)

= rFq(al’”"ar ’ bl"—’bq ’ P’S)°
Indien die rang van S gelyk is aan r{p, dan soos vir die
geval 1.2.10 kan 5?(8) geskrywe word as
1.2.20 CK(S) = CK(Sr)
waar K nou 'n opsplitsing van k in nie meer as r komponente is

nie en



-0~
CSC! =-(sr o), C 'n unit8re-matriks.
0 0

'n Spesiale vorm van 1.2.13 is (James (1964))

1.2.21 {F(a ; 8) = |1-s|~2.

i.3 Die Wishart-verdeling.
Reéel .
(i) Sentrale Wishart.

Indien X(pxm) 'n matriks-veranderlike is waarvan die ko-
lomme onafhanklik normaal Verdeel is met gemiddelde nul en ko-
variansie matriks £, d.i. N(0,Z), dan word die verdeling van

A=XX' gegee deur (Anderson (1958))

1:3.1 y(A ; %,m) = Erp<m/2)lzzlm/zl'lesp(-z‘lA/2>\Al<mfp’1)/2,
| ' | A>0.,
Dit is A is verdeel soos 'n Wishart-verdeling met m grade van

vryheid en word geskrywe as AwW(Z,m). Dit volg dus dat
1.3.2 IA>Oesp(-z‘1A/2)lA\(m'p'l)/2 dA
- T (w/2) |2z |2,

(ii) Nie-sentrale Wishart.

Indien X(pxm) 'n matriks-veranderlike is waarvan die ko-
lomme onafhanklik normaal verdeel is met E(X) = M en kovarian-
sie matriks ¥, dan word die verdeling van A=XX' gegee deur
(Constantine (1963))

1.3.3 w(A ; £,m,8) = W(A ; Z,m)esp(-0/2),Fy(n/2 ; oz~ a/4),
A>0,

waar 6 = I IMM'. A ié dus verdeel soos 'n nie-sentrale Wish-

art met m grade van vryheid en nie-sentrale parameter 6.

Dit Qord geskrywéﬁas AwW(Z,m,0).  'n Integraal wat uit hier=-

die verdeling volg en deur Constantine (1963) bewys is, is

1.3.4 esp(—RA)lA{(mfp_l)/glCK(TA) dA

-m/ 2

fA)O

: -1\
- rp(m/z,K)lRl Cp(TR™) .

¥ompleks/ ...
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Kompleks.

(i) Sentrale Wishart.

Indien Z(pxm) = X + 1Y 'n komplekse veranderliké is
waarvan die kolomme van Z onafhanklik normaal (kompleks) ver;
deél is met gemiddelde nul en kovariansie matfiks L = f', d.i.
CN(0,%), dan word die verdeling van A=Z7' gegee deur
(Goodman (1963)) A
1.3.5 CW(A , Z,m) = [Té(m)lz‘m]—lesp(—z_lA)‘A‘m—p, A=K150.

Dit is die komplekse Wishart-verdeling met m grade van vryheid.
Met andere woorde AunCW(Z,m), Uit hierdie verdeling volg die

volgende integraal:

1.3.6 esp(~z~1a)|a|2"P a4 = Tb(m)lﬁ‘m.

fA:K')O
(ii) Nie-sentrale Wishart.

Indien Zw~CN(M,Z), word die verdeling yaﬁ A=77' gegee
deur (James (1964)) '
1.3.7 CW(A ; £,m,@) = CW(A ; z,m)esp(-e)oﬁl(m ; ez?lA)

waar 6 = Z_lMﬁ' die nie~sentrale parameter is, d.i.

AvCW(Z,m,0). Die volgende integraal volg nou.

1.3.8 IAZK,>Oesp(-z”1A)|A\m‘P-Ek(ez‘lA) dA

= Tp(m,K)lz\m Cy(e).



A. Re¢le veranderlikes.

HOOFSTUK II.

DIE NIE-SENTRALE MEERVERANDERLIKE BETA-VERDELIVG VAN DIE EER-

STE SOORT.

2.1 1Inleiding.

| Die verdeling van L = (A+B)'..'l/zA(A-r—B)-'l/2 word in hier-
die hoofstuk ondersoek in die volgende gevalle.

(i) A~W(Z,m) en B~W(I,n,H)

(ii) A~ W(Z,m,0) en B~W(I,n)

(iii)LAﬂvW(Zl,m) en B~W(Zz,n)
In 2.2 word die verdeling van L gedefinieer in elk van die drie
gevalle en waér die nie-sentrale parameter © as van rang r¢p
beskou word. Asimptotiese‘verdelings vir lL\ en ‘I—Ll word
in 2.3 gegee en in 2.4 word die verdelihg van die grootste ka=
rakteristieke wortel van L afgelei., In 2.5(word aangetoon
dat indien r<p die verdelings van \L‘, lI—L\ en L geskrywe kan
word as die produk van onafhanklike beta—verdelings van die eer-
ste soort. Laasgenoende word slegs aangetoon vir geval (i)
aangesien in geval (ii) die metode soortgelyk is.

Jakobiane wat nie bewys word nie kan gevind word in Deeher

en Olkin (1951) en Olkin en Rubin (1964).

2.2 Die verdeling van L.

Stelling 2.2.1.

Indien A~ W(S,m) en B~aW(Z,n,8), © van rang p, word die

verdelingsfunksie van L gegee deur

2.2.1 B,(L ; w/2,n/2,0/2) = [Tp(m/g)rp(n/g)‘22|(mfn)/2]-l

esp(-0/2) || (®P=1)/2| 1 1| (0=p-1)/2f  oop(_5=11/2)

I>0

|T|(m+n~p~1)/20F1(n/2 ; ox~1nl/2(1-1)11/2/4)ar,

O<IKI.

Bewys/ ...
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Bewys.,

Stel T = T /21712,

T = A+B, 1in die gesamentlike ver-

deling van A en B.  Die jakobiaan van die transformasie is

J(A,B =5 L,T) = \T\(p+l)/2 Integreer na T en die stelllng 1s
bewys. Met verwysing na die werk van Troskle (1966) is 2.2.1
'n nie~-sentrale meerveranderlike beta-verdeling van die eerste
soort van volle rang.

Alhoewel die verdellng van L nie in 'n eksplisiete vorm
geskryf kan word nie, kan d1e h-de momente van \L\ en \I-L‘
gevind word deur gebruik te maak van die integraal (Constan-

tine (1963))

- I

2.2.2 [, | |2=(9+1)/2 11, b=(p+1)/2 C(R(I-L)) dL
= T (2)T (B, K)Cp(R)/T (74D, K)

en die integraal 1.3.4 respektiewelik.
Dit is '

2.2.3 E|n|"

I

r(w/2 +0)/(T (w/2)7 ((mem)/2 +n) 22| (/)

GSP(-G/Z)fT>Oeép(—Z—lT/2)\T\(m+n“P*l)/2

o ((m#n)/2 +h ; oz~ lr/4)aT

11

Tp(m/2 +h)Fp((m+n)/2)/(Fp(m/2)Tp((m+n)/2 +h))

esp(-@/?)lFl((m+n)/2 > (m+n)/2 +h ; ©/2).
Soortgelyk is

é.2.4 E\I—L\h = rp(n/z +h)rp((m+n)/2)/(rp(n/2)rp((m+n)/2 +h))

esp(—9/2)2F2((m+n)/2,n/2 +h ; n/2,(m+n)/2 +h ;

6/2).
Indien © = O volg uit 2.2.1 deur gebruik te maak van 1.3.2,

die sentrale verdeling van L

Bl(L ; m/2,n/2) =T ((m+n)/2)/(r (m/z)r (n/g))|L\(m—p-1)/2

|1-p| (p-P-1)/2 1t

Om die/ ...
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Om die verdeling van L te definieer indien © van rang r<p
is, moet die verdelings van A en B in hulle kanoniese vorm
beskou word. Aangesien 'n nie-singuliere matriks F sodanig
bestaan dat (Anderson (1958)) FEF' = I en FMM'F' = 6 (@ diago-
naal), kan die verdeling van B in sy kanoniese vorm geskrywe
word onder die transformasie FBF' = B, naamlik BasW(I,n,8).
Laasgénoemde B is nie dieselfde as eersgenoemde nie en @ is
nou 'n diagonaal matriks. Voer dieselfde transformasie op A
uit, naamlik FAF' = A, dan is A~W(I,m). Die verdeling van
I is nie invariant ten opsigte van hierdie transformasies nie
terwyl \L\ wel is. Die volgende afleiding kan nou bewys word,

Afleiding 2.2.1

Indien A~W(I,m) en B~W(I,n,8), € diagonaal en van rang

r<p, word die verdelingsfunksie van L gegee deur

2.2.5 8)(L § w/2,0/2,8,/2) = T ((men)/2)/(T (w/2)T (n/2)
I‘r((m+n)/2)i2Ir\(m+n)/2)esp(—Or/2)lL‘(m”p"l)/2
\I~L\(n*p_l)/?lel>Oesp(—T11/2)\Tll\(m+n"r‘1)/2

Ny 1/2 1/2
oFy(n/2 ;36 Ty 7 “(I-Ly;)Ty17 7)dTy,
waar Qr van orde r is.

Bewys.
\

Laat £=I en 6 diagonaal wees in 2.2.1, dan is die verde-

ling van L

2.2.6 [rp(m/z)rp(n/z)\21p\(m+n)/2]-1esp(-g/g)\L\(m-p-l)/2
1) (P12 esp(-1/2) | x| (enmRl)/2
oF1 (n/2 ; ot/ 2(1-1,7%/2/4)art.

Aangesien © van rang r is, 1is @ = (gr O) waar @r van orde r
0 O
is. laat T = (Tll 0 ) en L = Lll le sodanig dat Tll en

T

To1 Top "bop Loo

- v

L4 van/ ...



-14~

1/2

L van orde r is. Aangesien T onderdriehoekig is, 1is T

11
onderdriehoekig en wel van die vorm {

1/2 2( Tll1/2 0 )‘

+
Tor Taz

2.2.7 T

Die argument van die hipergeometriese funksie in 2,.2,6 kan der-
halwe geskrywe word as

1/2(11)1/? = o 1, Y2011 /2 9

1
11 117711

0 0

2.2.8 T )
Deur gebruik te maak van 1.2.10, d.i.

2.2.9 CK(QTl/Z(I—L)Tl/2/4) = CK(QrTlll/z(I-Lll)Tlll/2/4),

kan die verdelingsfunksie van L geskrywe word as

é.2.lO [Tp(m/Z)Tp(n/g)\zlpl(m+n)/2]—lesp(mgr/2)\Ll(m_p_l)/g
_‘I—L\(n*pﬁl)/?fT>Oesp(—T/2)lTl(m+n'P—1)/2

1 . 1/2 1/2
oF1(n/2 5 6 Ty, “(I-Ly;)Tq4 /4)dT.

Aangesien .

2.2.11 fT>Oesp(-T/2)lT|(m+n”P‘1)/2 4Ty 54T 5,
= T ((mem)/2) 121 | (/20 ((mem)/2) |21 | (20)/2)

lTll‘(m+n-r—l)/2esp(—Tll/2)9

volg die afleiding. Die integraal 2.2.11 volg uit die eien-~
skap dat die diagonaal-elemente van 'n Wishart-veranderlike
weer Wishart is (Anderson (1958)). |

2.2.5 is 'n nie-sentrale meerveranderlike beta-verdeling
van die eerste soort van rang r.

Indien r=1 word 2.2.5

2.2.12 By (L ; m/2,n/2,6,/2)/ ...



~15-
2.2,12 Bl(L ; m/2,n/2,0./2) = Fp m+n)/2) /(T m/2 n/2)

r((mm)/2)2(m)/2) e'gl/2|L\(m‘P-l)/2

tI_L|(n—p~l)/2 ftll>0e—tll/2 tll(m+n-—2)/2

1, '
F1(n/2 j76,8y1(1-1,))dt

= rp((m+n)/2)/(rp(m/2)rp(n/2))

¢=91/2|1| (w-p-1)/2|1_1|(n-p-1)/2

lFl((m+n)/2 > n/2 ; Gl(l—lll)/2).

Hierdie verdeling is die nie-~sentrale meerverahderlike beta
van die eerste soort ij die linegre geval S00S afgelei deur
Kshirsagar (1961).

Die h—de momente van ‘L‘ en lI—Ll in die geval r<p kan
uit 2.2.5 herlei word, waar dit kan sondermeer uit 2.2.3 en
2.2.4 respektiewelik soos volg gevind word: As © van rang
r is; bestaan 'n ortogonale matriks C sodanig dat

cec' = (gr O)
0 O.
Die momente is invariant ten opsigte van so 'n ortogonale

transformasie. Deur van 1.2.10 gebruik te maak, volg dus

2.2.13 ELlP = T p(/2 +1)T ((m+n)/2) /(T (m/2)T ((men)/2 +h))

esp(~@r/2)lFl((m+n)/2 ! (m+n)/2 +h ; Qr/2)
en _
2.2.14 E|1-1|" = T (n/2 +h)T ((mn)/2)/(T (n/2)T ((m+n)/2 +h))
esp(—er/Z)ze((m+n)/2,n/2.+h ; n/2,(m+n)/2 +h ; ér/2{.

Stelling 2.2.2

Indien A~vW(Z,m,8) en BwW(Z,n), 6 van rang p, word die

verdelingsfunksie van L gegee deur

2.2.15 B(L / ...
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'2.2.15 B, (L ; m/2;n/2,0/2) = {rp(m/z)rp(n/z)\zzl(m+P)/2]‘l‘

eSp(_@/2)|Ll(m-—p~-l)/2|I_L‘(n-p—l)/E’ fT>O

esp(~z~Lr/2)| 1| (W+n~p-1)/2 oF, (/2 —QZ-lTl/ZLTl/Q)
ar.
Bewys.

Die bewys is dieselfde as die van stelling 2.2.1.

Deur gebruik te maak van die integrale (sien 2.2.2)

1 :
2.2.16 [, |1 P~ (p+1)/2) 1 _p|2~(p+1)/2 C,(RL) dL

i

= rp(b,K)rp(a)cK(R)/rp(b+a,K)
en 1,3.4 respektiewelik, volg uit 2.2.15 dat
2.2.17 E|L|Y - Fp(m/2 +0)T ((men)/2)/(T (m/2)T ((m+n)/2 +h))
esp(m@/2)2F2((m+n)/2,m/2 +h m/2,(m+n)/2 +h

6/2)
en

0.2.18 E|1-L|P = T(n/2 +0)T ((mn)/2)/(L (n/2)T ((m+n)/2 +h)
ésp(—Q/Q)lFl((m+n)/2 ; (m+n)/2 +h @/2i.

Afleiding 2.2.2

Indien A~W(I,m,0) en BvW(I,n), © diagonaal en van rang

r<p, word die verdeling van L
2.2.19 By(L ; m/2,n/2,6 /2) = Tp((m+n)/2)/(Tp(m/2)Fp(n/2)

P ((men)/2) |21 |(B0)/2) oop(oo so)|y|(m-p-1)/2

| 1- L‘(n—p -1)/2 (m+n-r-1)/2

JT] 50e50(~T11/2) (1, |

. 1/2 1/2
OFl(m/2 T S A /4)dT11.

Bewy~ .
Die bewys is dieselfde as die van afleiding 2.2.1.,

Uit 2.2.17 en 2.2.18 volg nou sondermeer dat

2.2.20 E|LI /
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é.z.zo gln|? = rp(m/z +h)rp((m+n)/2)/(rp(m/2)rp((m+n)/2 +h))
esp(—@r/Z)QFZ((m+n)/2,m/2 +h } n/2,(m+n)/2 +h ;

6./2)
en

2,2.21 E|1-1|P

i1

l"p(n/2 +h)Tp((M+n)/2)/(Tp(n/2)Tp((mfn)/2 +h))

eSp(-@r/Z)lFl((m+n)/2 ; (m+n)/2 +h @r/2)

indien @ van rang r is.

Stelling 2.2.3

Indien A~VW{(Z;,m) en B~W(Zz,n) word die verdelingsfunk-

sie van L gegee Ceur

2.2.22 £(1) = EF3<m/2>rp<n/2>!2zllm/2\222tn/21“1|L|<m-P-1>/2

21| (727002 [ esp(-zo 7 n/2) || (mnmp-1)/2

Bewys.
Die gesamentlike verdelingsfunksie van A en B word gegee
deur

2.,2.23 [rp(m/z)rb(n/z)lzzl}m/zizzz\n/zj"llA\<m“P“1>/QlB\(n“p"l>/2

| esp(-(2, "ta+sa"IB) /2).
Onder die substitusic L = T7/2aTY/2 0 - A+B, kan die ek-
sponent-term geskrywe word as |
esp(—(21"1A+nglB)/2) |
= esp(—(n: L7V 207L/2 o 5 10211/ 2y j2)
= eép(~(Tl/z(zl'l-zg“l)Tl/ZL ; zgflT)/z)
= esp(-z2"17/2) OFO(-Tl/z(Zl_l*Zg-l)Tl/2L/2).
Integrasie na T in die gesamentlike verdeling van L en T
lewer die stelling. Hierdie verdeling word ook geklassifi-

seer as 'n nie-sentrale meerveranderlike beta-verdeling van

die eerste/ .- -
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die eerste soort.
Die h-de momente van |L| en |I L| indien L verdeel is soos
in 2.2,22; kan gevind word deur gebruik te mask van 2.2.16 en

1.3.4 respektiewelik. Derhalwe is

2.2.24 BILI" = T ((mm)/2)T (n/2 +0) /(T (w/2)T ((m+n)/2 +h))

‘21"122[m/22Fl((m+n)/2,m/2 +h ; (m+n)/2 +h

I-5,~1

L2)
en

2.2.25 Bl 1-L|" = Co((mn)/2)T (n/2 +h)/(Tp(n/2)Tp((m+n)/2 +h))
‘21-122lm/zzFl(m/Z,(m+n)/2 s (m+n)/2 +h ; I*Zl—lzz)

Indien h=0 in énige van bogenoemde momente volg die re-

sultaat soos gegee deur James (1964)

Fo(w/2 3 1-5) = |s|™/2,

2.3 Asimptotiese verdelings vir |L| en |I

Die volgende benaderings=prosedure sal gebruik word
(Box (1949), Anderson (1958)):

Beskou 'n funksie g met voorskrif

2.3.1 g(t) = C(xPX/TT,_,x, PXn) 2400 T8 (TTE_ Moy (1-21¢ )+
Bhfvj)/T(pX(l—2it)+B+vj+vj))

waar C 'n konstante is sodanig dat g(0) = 1, p 'n gekose kbn-
: . 1/2
stant, thhzx, Bh=(1~p)xh, B=(1-p)x en i=(~1) / .

Deur gebruik te maak van die benadering

logl(x+h)

i

logV(2m) + (x+h-1/2)logx - x - Z?zf(—l)rBr+l(h)/
r(r+1)x") + Rm+l(x)

waar Rm+l(x) O(x—(m+l)) en Br(h) die r-de graads Bernoulli-po-

‘linoom/ ...
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1)

linoom is , kan die funksie g geskryf word as

2.3.2 g(t) = (1-206)"7/2(1 + T,(8) + T,(t) + = + R)

R is 'n resterm wat willekeurig klein gemaak kan word.
2.3,3 f = 1% ~1)(1-2v.) + 2y,
3.3 P ((a-1)(1-2v5) + 2vy)

)—l - 1)9

it

2.3.4 Tl(t) wl((l—Zit

2 )—l+l),

T,(t) = wy((1-21t)7°-1) + %wlz((l-Zit)—z-Z(l-Zit

2.3.5 w, = (—1)r+l/(r(r+l)pr) z§=1(2%=13r+1(8h+vj)/xhr -

' r
Br+l(B+Vj+Yj)/x ).

Deur gebruik te maak van die uitdrukking vir B2(h) volg

1 2

= _vj+l/6) - (Yj2+2Y-V-;Yj)/X)

| 1
2.3.6 W = (1/29)(23((2h;h‘ 373

(v,

- (1-9)1).

2.3.1 is 'n meer algemene vorm waaruit volg dat as g=1

2.3.7 g(t) = oTT?zl(r(px(l—zit)+ﬁ+vj)/r(px(1~2it)+B+vj+yj)).

2,3,2 bly dieselfde, maar nou is

2.,3.8 f = ZZij en

2.3.9 ) = (1/20)(2;(v,242¥,v,=v,)/x + (1-p)1)

Die volgende stellings kan nou bewys word.

Stelling 2,3.1
Indien A~W(Z,m) en B~W(Z,n,8), © van rang p, dan word

m+lR

m+l(x)\ begrens is as \x\em.

1) o(x(™*1)y peteren dat |x

Die eerste drie Bernoulli-polinome is (BO(h)zl)
B;(h) = h - 1/2

B,(h) = h - h o+ 1/6

H

By (h) hY - 3n°/2 + 3h,

die asimptotiese—/ o
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die asimptotiese verdeling van \L\ gegee deur

23,10 P(-alogl|L] ¢ z) = Z%LOP(x%kiz)P(k) + esp(-8/2)3, Ty
(P(x2 <z) - P(x2 <z))u..Cn(6/2)/k! + O(m™2)
ka+2i : kai 1k"K .

waar a=mm, p=1+(n-p-1)/2m, £, = np+2k,

0y = (=1/0)((1-prn/m)k + (2,E,% - TE3)/m) en
P(k) = esp(—@/2)(sp9/2)k/k1 .
Bewys.

Stel W = \le/z en M = -2logW. Die karakteristieke-
funksie van pM kan nou in 'n vorm geskrywe word wat 2.3.7 be-

vat deur gebruik te maak van 2.2.3, d.i.

2.3.11 ¢pM(t) gln|-item

To(m(1-2itp)/2)T ((m+n)/2) /(T (n/2)
| Fp(m(l—2itp)/2 + n/2)) esp(-6/2)

lFl((m+n)/2 ; m(1-2itp)/2 + n/2 ; ©/2)

esp(;@/z)zk:OzK[rp((m+n)/2,K)rp(m(1-2itp)/2)/
r(n/2)T, (n(1-2160)/2 + n/2,)] Gy(8/2)/x1.

Die term in vierkante-hakies is van die vorm 2.3.7 indien van
die meerveranderlike gamma-uitdrukking (1.2.3) gebruik gemaak
word met x = n/2, vy = (1-3)/2 en'Yj =n/2 +Kj' Deur gebruik

te maak van 2.3.2 kan 2.3.11 geskrywe word as

2-3612 O(t) = esp(—@/Z)ZkZK(l—zit)'fk/2(1 + T1(8) +=—+ Ry)

CK(9/2)/k1

waar k die k-~de term aandui. Volgens 2.3.8 en 2.3.9 respek-
tiewelik volg

en 2.%.14/ ...
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en

2.3.14 wyy = (-1/2p)((1-—p)fk + n(p(n—p-l)/é +2k)/m + 2(ZjK§ -

Zjij)/m).

Dit blyk dus dat f, onafhanklik van K is. Deur van 2.3.4 ge-

bruik te maak en die eienskap
£,C.(6/2) = (spe/2)" (1.2.4)
is

2.3.15 4(8) = 7,_o(1-21t)" T/ %p(k) + esp(-6/2)5, 5.0,

((1_2it)"(fk+2)/2_(1_21t)'fk/2)cK(@/2)/£: + 0(m™2)

waar P(k) = esp(-6/2)(spe/2)¥.
Deur nou die inverse van O(t) te neem (sien Anderson (1958)

bls. 206), volg die verdeling van oM, d.i.

! 2
2.%3.16 P(pM<z) = ZkP(xfkgz)P(k) + ésp(—Q/Z)ZkZlek

<P<x§k+zgz)—P(x§kgz))CK(e/z)/kz v o(m?).

Die waarde van p kan gevind word deur in 2.3%.14 wlozo te stel
en vir p op te los, Dus
2.3.17 p =1 + (n-p-1)/2m.
2.3.16 word nou
2.3.18 P(pM<z) "= P(-alog\L‘SZ)'z sz(X%kQZ)P(k) + esp(-6/2)

2 2 , o
ZkZK‘”lk(P(ka+2'iZ)—P(xfkgz))CK(e/z)/kz + 0(m=9)

waar a = pm = m+(n-p-1)/2 en

2.3.19 g, (-1/0)((1l-ptn/m)k + (Zng—Zjij)/m).

1l

Dit bewys die stelling.

Indien =0 word 2.3%.10
2 -2
P(~alog|Ll<z) = P(x5 <z) + O(m™ %),
0

maar in Anderson (1958) is die verdeling afgelei met resterm

O(m*6)/ e
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O(m "), naamlik

2,3.20 P(-alog\L\iz) = P(x%OSZ) + 52(P(X§ +4£Z)—P(X? SZ))/32 4
0 0

2 2 4 2/ b2 |
64(P(xfo+852)~P(xfoiz))/a - 8, (P(xfo+452)—

4

P(x2 <2))/e" + 0(a™®)

0

waar
5y = np(p2 + 0l - 5)/48

2n2 _ 50p° - 50n° + 159)/1920

[}

6, = 8,5/2 + (3ot + 30t + 10p
In plaas van wlo=o te neem, kan, sé@ wldzo geneem word in
'n poging om die tweede term in 2.%.16 nul of klein te maék.
Laat 7T = (71,72,n~,_Tp)7 T12T02 -_Zszp, 'n opsplitsing van
d in nie meer as p komponente wees nie. Stel dus wldzo en

los op vir p, d.i.
2.3.21 p=1 +(n/(m(np+2d))(p(n-p=1)/2 +2d) + 2(ZjTjZ—ZjTjj)/

(m(np+2d)) .

W1y kan nou geskrywe word as
° 2 2 .
2.3.22 wyy = (-1/p)((1-p+n/m)(k-d) + (ZjKj -ZjTj —ZjKj3+
L.T.3)/me
5 ;3)/m

Indien d=0 reduseer 2.3.21 en 2.3,22 na 2.3.17 en 2.3.19 respek-
tiewelik, Indien die waarde van d gevind kan word, wat baile

moeilik blyk te wees, Y¥an 2.5,10 geskrywe word as

2.3.23 P(-aloglLlcz) = Zk:OP(x%kiz)P(k) + 0(n™?)

waar a=pm en p gedefinieer is in 2.%.21.

Afleiding 2.3%.1

Indien A~W(Z,m) en B~W(I,n,®), 6 van rang r<p, word

die asimptotiese verdeling van \L\ gegee deur
s v 2
2.3.,24 P(-aloglLl<z) = Zk:QP(kaSZ)P(k) + esp(-€_/2)%, T w,,

<P<x§k+2g_z>-~1><x§ <2))Cy(0,/2)/kV + O(n™?)
/ K

waar die/ ...
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waar die parameters gedefinieer is in stelling 2.3.1. K is
nou 'n opsplitsing van k in nie meer as r komponente hie en
| Qr is van orde r. |
Beuys.
Aangesien 6 van rang r<p is, bestaan 'n ortogonale ma-
triks C sodanig dat COC' =,6_ 0y . Deur van 1.2.10 gebruik
(o o)

te maak,volg die afleiding sondermeer uit 2.3%.10.

Alternatiewe bewys.
2.%.24 kan ook bewys word uvit 2.2.13 deur W = \L\m/Z en
M = =2logW te stel. Die karakteristieke-~funksie van pM kan

dus geskrywe word

2.3.25 O(t) = T_(m(1-21tp)/2)T ((m+n)/2)/(T (m/2)

I _(m(1-2itp)/2 +n/2)) esp(~6,/2) F) ((m+n)/2 ;

P
m(1-2itp)/2 +n/2 ; € /2) |15 ., T((mn+1-3)/2)

T(m(1-2itp)/2 +(1-3)/2)/(T((m+1-3)/2)
T(m(1-2itp)/2 +n/2 +(1-3)/2))

= 0L(t) 4%(t)

waar

2.3.26 ¢ (+t)

il

Tr(m(l—Zitp)/Z)Tr((m+n)/2)/(Tr(m/2)
T_(m(1-2itp)/2 +n/2)) esp(~6_/2);F; ((mn)/2 ;

m(1=-2itp)/2 +n/2 ; @r/2)
en
2.3.27 02(t) T((m+n+l-3)/2)T(m(1-2itp)/2 +(1-3)/2)/

1

i

j=r+l
(T((m+1-3)/2)T(m(1-2itp)/2 +n/2 +(1-3)/2)).

¢1(t) is dieselfde as 2.3.11 behalwe dat p nou r is. Dus

volgens 2.3.12 is

2.3.28 0%(t)/ .
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2.3.28 OL(t) = esp(-er/z)zsz(l-zit)“fi/2(1+Tik(t))cK(Qr/2)/£i

+ 0(m™2)
waar
fLo= nr + 2k, T(t) = wik((l—Zit)—l—l) en
ot = (=1/20)((1-p)fL + —r-1)/2 +2k 2(2T% . 2-sTK .
1= (<1/20)((1-p) £}, + n(r(n-r-1)/2 +2K)/m + 2(L3E°-T4K5)/m)

¢2(t) kan ook in die vorm 2.3,7 geskrywe word met x = m/2,

vy = (1-3)/2 en Yy = n/2. Dus volgens 2.3.2 is

2.3.29 02(1) = (1-21)"72(1 + (1)) + 0(a™)

waar

£2 = n(p-r), T5(%) = w?((1-21t)71=1) en
W2 = (-1/20)((1-p)f* + 2(n’(p=r)/4 ~(p=r)(r+1+p)n/4)/m)

Deur nou gebruik te maak van 2.3.28 en 2.%.29 kan 2.%.25 ge-

skrywe word as

2.3.30 (%) = esp(-@r/2)zsz(1-2it)‘fk/2(1 + T, (%))
¢ (6,/2) /K + 0(n™%)

waar

= f + f° = np + 2k.

2.3.31 £, K =

T (8) = T3y (t) + (%) = wlk((l-zit)"l_l) en

243033 Wiy = wik + wi = (—l/2p)((l-p)f—k + n(p(n-p-1)/2 +2k)/m
+ 2(Z§Kj2—2ngj)/m).
Neem die inverse van 2.3.30 en dieafleiding volg. Vergelyk
die resultaat 2.%.30 met 2.3.12.
Spesiale aandag 1s gegee aan afleiding 2.5.1 indieh r=1,
d.i. die lineére geval. Tabelle is naamlik bereken waaruit
 die akkuraatheid van die benadering getoets word aan die hand

van eksakte waardes.

Die onderskeidingsvermoé van die \L\—toets.

Laat r=1 in 2.%.24. Laat @, = A (skalar). Aangesien

CK(A/z)/ .Q.
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CF(A/2) = (A/Z)k, kan 2.3.24 geskrywe word as

2.3.33 P(-aloglLl¢z) = ZkzoP(xgks_Z)P(k) + Zk:C)(P(x%kJ,gsz)-

2 . -2
P(xfng))wlkP(k) + 0(m™ ")
waar P(k) = eks(-A/2)(A/2)k/k£, £, = np + 2k,
2

wyqe = (=1/p)((1~ptn/m)k + (k“~k)/m), o =1 + (n-p-1)/2n
en a = pm.

Veronderstel die hipotese Ho : A = O met alternatief
Hi ¢+ A £ 0. 2.%3.33 is dus die verdeling van -alog\L\ onder

2.%:20

Hy terwyl 2.3.30 die verdeling van ~alog\L| onder Ho 1is.
Indien die waarskynlikheid van die tipe I-fout

P(I) = P(-alog|L|/Ho ?{za) = .05

gestel word, dan is waardes van die onderskeidingsvermoé-

funksie ﬁ~05 =1 - P(II),

~

S P(II) = P(-aiog‘L\/Hlf;za), berekeﬂ en getabuleef.
Tabelle2).

Voorgaande metodes is gebruik vir die opsfel van die vol-
gende tabelle. Tabel 1 gee die boonste 5% waardes van —alog\L\,
bereken volgens 2.3.3%30 vir p=2,3,4, n=4(2)12 en m=50,100,200,
INF (INF is vir berekeningsdoeleindes verteenwoordig deur 999);
Tabel 2 gee die waardes van die onderskeidingsvermo€-funksie
bereken volgens 2.3.33 vir dieselfde waardes van p, n en m
en A=2,6,10,16,28 en 40. Tabel 3 gee 'n vergelyking van die
cksakte waardes van B.O5 (Roy (1965)) met die benaderde waar-

des vir p=2, n=10 en m=50, 100 en INF. Tabel 4 gee 'n ver-

2) Die skrywer wens graag sy dank te betuig aan die Uni-
versiteit van die Oranje Vrystaat vir finansiéle hulp verleen
vir die berekenings en Mnr. L. J. C. qutha vir die program-

"mering van die materiaal.

gelyking/ e
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gelyking van die eksakte waardes, xz—benadering, gamma.-be-
nadering en die Jacobi-reeks benadering (Roy (1965)) vir p=2,
n=4 en m=50, 100. |

Uit tabel 3 blyk dat die benadering goed is en volgens
tabel 4 blyk die benadering selfs beter te wees as die ander

benaderings vir A=10.

Tabel 1.

BROONSTE 5% WAARDES VAN -a210G|L| MET p VERANDERLIKES EN m EN n

\ GRADE VAN VRYHEID.

n 4 6 8 10 12

50  15.517707 21.055036 .26.358241 31.520915 3%6.59183%4
100 15.510485 21.033507 26.312565 31.4%9794 36,462897
200  15.508650 21.027942 26.%00528 31.417964 36.427542
INF 15.508061 21.0261%4 26.296546 31.410698 36.415596

P =3

n 4 6 8 10 12

50  21.043612 28.914605 3%6.507109 4%.9%3948 51,25%291
100  21.0%0440 28.880808 36.438911 43.815423 51.066769
200  21.027155 28.872182 36.421585 43.7839%8 51.016214
INF  21.026097 28.869388 34,415%334 43,773473 50.999246

p =4

1 4 6 8 10 12

50 26.326168 36.,482469 46.323383 55,977935 65,512777
100 26.3037%34 36.432046 46.227%79 55.815837 65,261580
200 26.298209 36.419350 46.202668 55.773217 65,194250
INF  26.296451 3%6.415260 46.194614 55.759164 65.171826
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I_?.‘E.e..:.].:.-g“

CHI-KWADRAAT BENADERING VIR DIE ONDERSKEIDINGSVERMO& VAN DIE

|1.|~TOETS IN DIE LINEGRE GEVAL MET p VERANDERLIEES, NIE-SEN-

TRALE PARAMETER A EN m EN n GRADE VAN VRYHEID,

p =2
n=4 A o 6 10 16 28 £0
m .
50 0.11963 0.,31120 0.52011 0.76949 0.96921 0.99758
100 .12538  ,3%401  .5%389  .79941  .97619  .99829
200 .12822  ,34540  .57079  .81437  .97968  .99864
INF 13047  .35451  .58431  .82636  .98248  ,99892
n=6 .
50 .10196  .24811  .42326  ,67010  .935%0  .99259
100 10771 .27236  .46389 .71421  .95071  ..99485
200  .11052  .28452  .48434  ,73643  .95846  ,99599
INF 11274 ,29425  .50077  .75430  .96470  .99691
n=8
50 ,09141  ,2084%3 35551  .58633  .89362  .,98388
100 09736  .23342 40046  .64219  .91967  .98897
200 .10022  .24596  .42318  .67045  .9%3280  .99152
INF 10243 25600  .44147  .69328  ,94340  .99357
n=10
50 .,08409  .18078  ,30527  .51581  .84717  .97115
100 .090%9  ,20631  .35316 = .58131  .88525  ,98045
200 .09%%5  ,21912 37744  .61456  .90446  .98510
INF .09559  ,22934  ,39701  ,64148  .92002  .98887
n=12 ' ‘
50 .07849  .16012  ,26635  .45599  ,79809  .95437
100 ,08526  .18617  .31641  ,52947  .84905  .969%5
200 ,088%7  ,19921  .34184  .56686  .87471  .97680
INF .09066  .20957 .89555  .98283

.36233

.59718
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INF

p =23
n=4_) 2 6 10 16 28 40
m
50  0.10288 0.25047 0.42615 0.67231 0.93575 0.9926%
100 .10819  .27378  .46577  .71580  .95111  .99490
200 .11077  .28528 .48539  ,73735  .95870  ,99603
INF .11278  .29441  ,50099  .75451 - .96475  ,99691
n=6
50 .08928  .,198%8  .33567  ,55665 .87351  .97851
100 .09443 22141  .37921  .61470  .90441  .98533
200 .09688  .2%281  .40090  .64366  .91979  ,98872
INF .09878  .24187  .41822  ,66684  ,9%211  .99143
n=8 .
50 .08115  .16707  .27701  .46844  .80470  .56055
100 08645  ,18978  ,32224  ,53647  .8527%  .97025
200 .08890  .20102  .34486  .57058  .87671  .97729
INF .09076 ©.,20993  .36295  .59796  .89598  ,98294
- n=10 '
50 07540  L,14573  ,23567  ,39975  .7%3491  ,92604
100 .08106  .168%4  ,28174  .47475  .80015  .95019
200 .08%61 - .17949  .30483%  .51250  .83275  ,96214
INF  .08547  .18827 .323%29  ,54287  ,85902  ,97175
n=12
50 .07088  .12995  .20475  .34500 .66716  .88974
100 07707  .15267  .25134  .42505  .74892  .92606
200 07977  .16%81  ,27471  ,46544  ,78976  ,94394
.08168  ,17252  .293%6  .49796  ,82273  .95833



n=a 5 2 6 10 16 o8 40

50 0.09308 0.21263 0.36097 0.59103 0.89488 0.98404
100 .09820  .23596 40411  .64572  ,92083  .98914
200 10063 24733 42523 67253  .93352  .99163
INF .10251 .25629 44192  .69374  .94%358  ,99360

n=6

50 08191  ,16886  .27948  .47089  .80562  .95622
100 .08681  ,19085  ,%2391  ,53%838  .85365  .97045
200 .08907  .20159  ,34580  ,57171  .87730  .9774%
INF .09079  .21005  .36316  .59822  .89612  .98297

n=8 ' ' :

50 07514 .14317  .22925  ,38604  ,71572 91576
100 08020  ,16431  .27349  .46070 ,78528  .94332
200 .08246  ,17460  .29538  .49777  .81965  .9568%.
INF  ,08412  .18267  .31273  ,52735  ,84711  ,96761
n=10 | . ,

50 .07025  .12578  ,19489  .32355  ,63148  .86598
100 L07571  .14654  ,23869  .40236 . .72049  .90992

200 -07807 .15658 .26038  ,44164 . 76455 93142
INF 07974 .16439 277755 47302 . 79984 .94861

n=12 . ' ,
50 06631 .11288 .16963 27578 . 55500 81010

100 07236 .13%63 .21306 35707 .66104  .87244
200 .07488 14359 # 23457 39772 »71%55 .90280
INF .07659 15124 . 2h154 43020 . 75568 .92710
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Tabel 3,
VERGELYKING VAN EKSAKTE WAARDES EN CHI-KWADRAAT BENADERING

VAN DIE ONDERSKEIDINGSVERMOS~FUNESIE VAN |L| VIR p=2 EN n=10.

m 50 100 INF
Exact X" Exact " ? Exact x”
A
2 0.0874 0.0841 0.091% 0.0904 0.0961 0.0956
6 .1910 .1808 .2092 L2063 .2319 . 229%
10’ .5208 .3053  .3574 .553%2 .4019 .3970

16 .5257 .5158 .H835 .5813 .6483 .6415
28 .8283 .8472 8797 .8853 .9240 .9200
40 .9545 9712 L9765 .9805 .9828 .9889

Tabel 4

VERGELYKING VAN EVSAKTE WAARDES, CHI-KWADRAAT BENADERING,

GAMMA-BENADERING EN JACOBI-REEKS BENADERING VAN DIE ONDERSEEI-

DINGSVERMOS-FUNKSIE VAN |L| VIR p=2 BN n=4.

2

m=50 Exact X Gamma _ Jacobi

2 0.1209 0.1196 0.1212 0.1201

10 ,5225 .5201 .H0%3% .5017
m=100

2 .1257 1254 .1261 .1244

10 <5545 .5539 5469 .5388

Stelling 2.%.2

Indien A~W(Z,m) en B~W(Z,n,8), © van rang p, dan
word die asimptotiese verdeling van \I—L\ gegee deur
i 2 -2
2.3.34 P(-alog|I-L|¢z) = P(xggz) + 0(n™°)
waar a=n+(m-p-1)/2 + 2d/p, 4 = sp(e/2) en f = mp.

Bewys.
Stel V = lI-L\n/2 en M = -21logV., Die karakteristieke

funksie van pM word dan Volgens 2.2.4 gegee deur

2.%.35 ¢pM(t)/ et
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ElI-Ll_itpn

esp(-@/Z)ZkZK[Tp((m+n)/2,K)Tp(n(1—2itp)/2,K)/

2.3.35 h(t)

1l

rp(n/z,K)rp(n(l-zitp)/z +m/2,K)]cK(9/2)/kf.

Die term in vierkante hakies is van die vorm 2.3.7 met x = m/2,

vy = (1-3)/2 +Kj en vy = m/2. Dus

2,3.26 f = mp
2.3.37 Wy = (—1/2p)(m(mp-p2+4k—p)/2n + (1=p)f)

wics w4 =0 (d enige heelgetal) en los op vir p, d.i.
2.3,38 p =1+ 2d/np + (m-p~1)/2n,

g kan derhalwe geskrywe word as

2:3.39 wq, = n(d-k)/a, a = np.

Aangesien f onafhanklik is van k en W onafhanklik is van K,
kan 2.%3,.35 geskrywe word, deur gebruik te maak van 2.3.2 en
1.2.4, as

O(t) -£/2

esp(~9/2)ZkZK(l-2it) (1 + le(t))CK(e/z)/Qi + o(n'2)

(1-2:4)"F/2 & esp(-0/2)((1-218)~ T+2)/2_(1_014)~/2)
%)

1

wlkCK(Q/Z)/kL + 0(n~
waar wy, gégee word in 2.3%.39, Maar Zkk(sp(9/2))k = sp(6/2)

en dus kan die karakteristieke funksie geskrywe word as

2.3.40 (1) = (1-2i8)"T/2 4 ((1-218)"(F+2)/2_(1_ps4)-/2)

o

n(d-sp(8/2))/a + 0(n™%)

Stel d=sp(6/2) en die tweede term is nul., Maak gebruik van
die inverse-stelling en die stelling is bewys.

Aangesien d 'n heelgetal moet wees, mce* daarop gelet
word dat sp(6/2) 'n heelgetal moet wees.indien enige bereke-
nings gemaak word. In die praktyk sal 6 gewoonlik onbekend
wees en moetbdus deur sy beramer, s& é, “vervang word waarvan

sp(©/2) nie noodwendig 'n heelgetal gaan wees nie. Die

tweede term/ .=
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tweede term in 2.3.40 sal dus net klein gemaak kan word indien
d gelyk aan die naaste heelgetal aan sp(é/2) geneem word.
Indien © van rang r<p is, 1is dit duidelik na analogie
van die bewys van afleiding 2.%.1 dat 2.3.34 dieselfde bly be-
halwe dat 4 = sp(@r/é) en in die besonder as 6 van rang een

is, d.i. 0, = A, dan is d = A/2.

Stelling 2.3.3

Indien A~W(Z,m,8) en B~W(Z,n), 6 van rang p, dan word

die asimptotiese verdeling van |L| gegee deur
2 -2
2.3.41 P(-alog\L\gz): P(xfgz) + 0(m 7)
waar a = + 2d/p + (n-p-1)/2, 4 = sp(&/2) en f = np.

Bewys.
Stel W = \L\m/2 en M = -2logW. Volgens 2.2.17 word die

karakteristieke funksie van oM gegee deur

2.3.42 O(t) = esp(-é/Z)ZkZK[Tp((m+n)/2,K)Tp(m(1-21tp)/2,K)/

rp(m/z,K)rp(m(l-zitp)/z +n/2,K)JcK(e/2)/kz.

Dit is van die vorm 2.3 35 met x = m/2, vy = Kj + (1-3)/2,

Yy = n/2. Deur dus m en n net om te ruil in stelling 2.3.2,

volg die stelling.
Stelling 2.%.4

Indien A~VW(Z,m,0), © van rang p, en B~W(Z,n) word die

asimptotiesé verdeling van \I—Ll gegee deur

2.3.43 P(-alog\I-L\iz)‘z sz(x% <z)P(k) + esp(-6/2)L, L,
. .

<P<x§k+2gz>—P<x§kgz>)wlchw/z)/kz + 0(n”%),

waar a = np, o =1 + (m-p-1)/2n, £, =mp + 2k, P(k) =esp(6/2)

(sp9/2)k/kl en wyy = (-1/p)((1-p+m/n)k + (;jsz—Zjij)/m).

Bewys/ PP
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Bewys. '
Stel V = \I—Lln/2 en M = -2logV. Volgens 2.2.18 word

die karakteristieke funksie van oM gegee deur

2.3.44 O(t) = esp(_e/z)zsz[rp(<m+n)/é,K)rp(n(1-2itp)/2)/

rp(n/z)rp(n(l-zitp)/z +m/2,K)]cK(e/2)/kz.

Dit is weer van dieselfde vorm as 2.3.11 met x = n/2,

Vj = (1-3)/2, Yy = m/2 + Kj' Deur dus m en n om te ruil in
stelling 2.3.1 volg die stelling.

Afleiding 2,%.2

Indien A~W(I,m,8), © van rang r<p, en B~W(I,n) dan

word die asimptotiese verdeling van \I-L\ gegee deur

2.3.,45 P(—alog|I—L|gz) = ZkP(x? <z)P(k) + esp(—@r/2)ZkZF
X 4

2 2 -2
(P(xfk+2gZ)—P(xkaZ))wlkCK(Gr/2)/kl + 0(n™ %)
waar die parameters gedefinieer is in stelling 2.3.4 met

P(k) = esp(»@r/2)(sp®r/2)k/k1 .

Bewys.
Soortgelyk as die bewys vir afleiding 2.3.1.

Stelling 2.3.5

Indien A~W(Z1,m) en B~W(Z:,n) word die asimptotiese

verdéling van ‘L\ gegee deur

2.3.46 P(—aloglLigz) = P(xggz) +A(P(xg+2gz)—P(x%$z))121_129‘m/2
2,2y (1/2), Cp(I-£, 7182 ) /kt + 0(n™?)

waar a = mp, p =1+ (n-p-1)/2m, f = np en

Wy = (-1/20)(n(np-p®+4k-p)/2m + (1-p)7)

- Bewys.
Stel W = Ile/z en M = -2logW. Volgens 2.2.4 word die

karakteristieke funksie van‘pM gegee deur

2.3.47 O(t)/ ...
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2,347 0(t) = lzl'lzgIm/zzsz(m/2)K[Tp((m+n)/2,K)

rp(m(1-2itp)/2,K)/Fp(m/z,K)Fp(m(1-2itp)/2 +n/2,K)]

1

C, (I-2:7%%2)/k!.

g
Die term tussen vierkante-hakies is van die vorm 2.3%.7 met

x = m/2, Vj = Kj + (1-3)/2 en Y; = n/2. Dus

2.3.48 Wyye = (—/2p)(n(np—p2+4k-p)/2m + (1—p)f)
en f = np,. Deur van 2.3.2 gebruik te maak, kan d(t) geskrywe

word as

2.3.49 0(t) = lzl*lzglm/z(1~21t)‘f/22sz(m/2)KcK(I-zl‘lze)/k!

+ izl‘lzaim/z((l-zit)“<f+2)/2-(1-2it)”f/2)zsz

(m/2)KcK(I~zl'1zg)/k: + 0(n™%).

As gebruik gc iak word van 1.2.11 en dan die inverse.van 2.3 49
geneem word, word die stelling verkry.
Dit sou interessant wees as die waarde van

zszk(m/z)KcK(I-zl‘lzg)/k!

bekend was. aangesien die tweede term in 2.3%.46 nul gemaak
kan word op 'n soortgelyke metode as in stelling 2.3.2, maar
hierdie waarde kon nog nie gevind word nie.

Stelling 2.3.6

Indien A»usW(Z;,m) en B~W(Zz,n) word die asimptotiese ver-

deling van |I-L| gegee deur

2.3.50 P(-alogli-Ll¢z) = 15,7 8|2 1.7,2(x2 <2)(w/2),
WP, L
CK(I—Zl_lZg)/k: + lzl‘lzglm/zzsz(m/z)lek |
(P(x%kﬂgz)-P(x%kgz))cK<I-zflze)/kz + 0(n™?)

woar a = pn, p = 1 + (m=-p~1)/2n, f,, = mp + 2Kk en

wlk = (“l/p)((l—p+m/n)k + (Zjsz"Zjij)/n).

Bewys/ ...
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Bewys.

Die karakteristieke funksie van —aloglI-Ll word volgens

2.2.25 gegee deur

2.3.51 §(t) = lZl—lzg\m/2ZkZK(m/2)K[Fp((m+n)/2,K)
Fp(n(l-2itp)/2)/rp(n(l-2itp)/2 +m/2,K)Fp(n/2)]

CF(I—Zl-lzé)/k!.

Die term tussen vierkante hakies is van die vorm 2.3.7 met

x = n/2, vy o= (1~j)/2, vy = m/2 + K;. Derhalwe is f) = mp+2k
en wy, = (-1/2p)((1--p)fk + m(p(m-p-1)/2 +2k)/n + 2(EjK§-Zjij)/n).

Die waarde van p word gevind deur wlO = 0 te stel en vir p op
te los. Deur weer die term tussen vierkante hakies met 2.%.?

te vervang en die inverse te neem, volg die stelling.

2,4 Die verdeling van die grootste karakteristieke wortel

van L.

In hierdie paragraaf sal eerstens die gesamentlike verde-
ling van die karakteristieke wortels ll’ 12’,_—’ 1p’
l>ll>l2>——>lp>0, van L afgelei word wat reeds in sommige ge-
valle bekend is. Hier word die verdelings egter uit die ver-
deling van L afgelei. Die verdeling van die grootste wortel
sal dan uit die gesamentlike verdeling van die wortels afge-

lei word.

Stelling 2.4.1

Indien A~W(Z,m) en B~VW(Z,n,8), 6 van rang p, dan word
die gesamentlike verdelingsfunksie van die karakteristieke

wortels van L gegee deur
2
2.4.1 f£(s) = 7P /2Fp((m+n)/2)/(Tp(p/E)Tp(m/Z)fp(n/Z))-esp(-9/2)

lAl'(m-p"l)/Z‘I_A‘(n"'p"l)/z (xp(A)

1 ((mn)/2 5 n/2 5 6/2,1-4), I>450,

waar/ ...
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waar A = diag(l ly==,1,) en o (8) = |

1? (ll.—l:]).

i<j
Bewys.
Daar bestaan 'n ortogonale matriks H sodanig dat
H'IH = diag(l,,~-~,1 = A,
g( l! b p)
Die jakobiaan van die transformasie word gegee deur (James

(1954))

2.4.,2 4L = ap(A) dA d(H).
Onder die transformasie, saam met 1.2,8, kan die gesamentlike

verdeling‘van die wortels van L uit 2.2.1 geskrywe word as
2
2 2
£(8) = W /2/(T (/2T (w/2)T (n/2) 28] (B1)/2) esp(-a/2)

2] (mp=1)/2) | (np-1)/2 5 (4) [ pyoesp(-2711/2)

| 7| (m+n-p-1)/2 Fo(py oF1(n/2 sfer =t/ Bu(1-0)n 1/ 2)a(m) ar.

Deur gebruik te maak van die eienskappe 1.2.5 en 1.2.9, kan
die integraal na H geskrywe word as

-1T1/2 1/2

o(p) oF1(n/2 ;701 H(I-A)H'TY 2)a(H)

Fi(n/2 ; ez™l1/4,1-n).

Integrasie na T is nou uitvoerbaar volgens 1.3.4 en voltooi die
bewys. Die verdeling 2.4.1 kan uit die verdeling wat deur

Constantine (1963%) afgelei is, hcrlei word.

Afleiding 2.4.1

Indien A~VW(S,m) en B~W(Z,n,8), © van rang r<p, word
die gesamentlike verdelingsfunksie van die wortels van L gegee
~deur

, .
2.4.3 f(a) = n? /2Tp((m+n)/2)/(Tp(p/2)TP(m/2)Tp(n/2))esp(—@r/Z)

| o] (m=P=1)/2| _| (n-p-1)/2 0y (2) Iy, ((min)/2),
CK(er/2)CK(I—A)/(n/2)KCK(Ip)kL

-,E_) 'n opsplitsing van k in nie meer as r

waar ¥ = (Kl,— -

komponente/ ...
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komponente is nie.

Bewys.
Aancesien © van rang r<p is, bestaan 'n ortogonale matriks
Q sodanig dat CeC' = (Qr Oy . Deur hiervan en van 1.2,10 in
| 0 O>
2.4.1 gebruik te maak, volg die afleiding.
Indien r=1, d.i. die nie-sentrale parameter Ql = A is
'n skalar, dan kan die sonale-polinowm in 'n eksplisiete
vorm geskrywe word. Die opsplitsing ¥ = (k,0,--,0) = (k) be-

staan nou uit net een komponent en die verdeling word

, . |
2.4.4 f£(n) = P /2rp<<m+n)/2)/(rp<p/2>rp<m/2>rp<n/2>) e~M2
|2} (@2-1)/2) 1 | (221072 ¢ (1) 5, ((men)/2),,
]‘ 1

waar (Constantine (1963%))

2.4.5  Cppy(1y) = 22kkl(p/2)k/(2k)1

'n Fksplisiete uitdrukking vir C(k)(I—A) is gevind deur Rubin
(1962) en word ook gegee in James (1964).

| Afleiding 2.4.1 kan ook op 'n omslagtige metode bewys
word vanuit die verdeling van L soos gegee in 2.2.,1 en sal nie

hier gegee word nie.

Stelling 2,4.2

Indien A~ W(Z,m) en B~¥(Z,n,8), © van rang p, word die

verdelingsfunksie van die grootste karakteristieke wortel ll

van L gegee deur
2.4.6 £(1y) = Fp((m+n)/2)Tp((p+l)/2)/(Tp(n/2)Tp((m+p+l)/2))

& 4 (mp/2 +t+j-1)
esp(—-g/z)zszzszzT_Kz6 & & 3 1,

(mp/2 +£+3)((m+n)/2), ((-n+p+1)/2) (m/2)5C,(6/2)

Cé(Ip)/(n/2)K((m+p+l)/2)GCK(Ip)k!jL, 0<34<1.

Bewys/ <.
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Bewys.

Substitueer in 2.4.1
X3, = 1;/1y, i=2,--,D,
en laat
X = diag(xl,xz,——,xphi)

X! =_diag(l,xl,——,xp_l).

Die jakobilaan van die transformasie is
- - 1.p-1
J(A )11,X) = ll .

Onder die substitusie is

ol = 1,Plx]
| 1-a](22=1)/2 | p ((nipe1)/2 5 a)
= zsz«—n+p+1)/2)JcJ(1lx1)

ap(A) =1

Cp(l-0) =2 C.(8) (James (1964))

TCRPT

— 1
= % aTCT(llX ) (a

t
<K n konstante)

T

Die gesamentlike verdeling van 1, en X is dus

2.4.7 £(1y,X) = npz/zfp((m+n)/2)/(Tp(p/Z)Tp(m/Z)Tp(n/Z))
esp(;g/z)llmp/2 ‘llxl(m‘p“l)/zlI-Xlap~i(x)
ZkZKZjZJZTsKaT((m+n)/2)K((-n+p+l)/2)&

CK(G/Z)CT(llxl)CJ(llxl)/(n/Z)KCK(Ip)k!jl,

0¢1,<1, O<X<I.

1

Deur gebruik te maak van 1.2.6 is die integraal na X
) I |t (m-p=1)/2 l Tyl 1
2.4.8 [y [x] \I—X;ap_l(X)CT(X )C (X' )ax.

Constantine (1966) gee egter die volgende verwantskap:

5

2.4.9  C(X)Cy(X) = 5 g, 3
?

1
Cs(X)
waar & 'n opsplitsing van t+j in nie meer as p komponente is

nie/ ...
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nie (7 is 'n opsplitsing van t). gTéJ is 'n konstante term
H

en is getabuleer deur Khatri en Pillai (1968) vir waardes van
& = 1(1)7.
Na substitusie van 2.4.9 in 2.4.8 volg die integraal

(Sugiyama (1967))

2.4.10 [} \X\(m"p‘l)/2\I-X\ap_l(x)cé(xl)dx

= (mp/2 +t+j>rp<p/2>rp(m/2,6)Pp<<p+;)/2)céglp>/

p°/2 |
s Tp((m+p+1)/2,6).
Derhalwe 1is

2.4.11 fg lx\(m"p“l)/zlI—x\op_l(x)CT(xl)CJ(Xl)dX

= Ig ngJ(mp/2 +t+j)Tp(p/2)Tp(m/2,§)Fp((p+1)/2)Cé(Ip)/
2
7P /2Tp((m+p+l)/2,6).

Integraéie na X volgens hierdie integraal in die gesamentlike
"verdeling van 11 en X (2.4.7) lewer die stelling.

Uit 2.4.6 volg nou
2.4.12 P(l4¢2) = rp((m+n)/2)rp((p+1)/2)/(rp(n/2)rp((m+p+1)/2))

& _mp/2 +t+]

esp(w@/2)2k2 £.2.2 2.8, ;2

QPUBDE I RL
((m+n)/2)p ((-n+p+1)/2) 1(m/2)5C(8/2)C5 (1)) /
(n/Z)K((m+p+l)/2)6CK(Ip)ijL.

Die geval 6 van rang‘r<p kan sondermeer gevind word deur

8 te verVang deur Or.

Stelling 2.4.3

Indien A~W(Z,m,8), © van rang p, en B~W(Z,n) word
die'gesamentlike verdeling van die karakteristieke wortels

van L gegee deur

2.4.13 f£(A)Y/ ..,
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2
2.4.15 £(8) = 7P /20 ((men)/2)/(T (0/2)T (n/2)T (n/2))

esp(—@/2>\Al(m‘p‘l)/zll—A\(n'p*l)/zap<A>

Fl((m+n)/2 ; m/2 ; 6/2,4), 0O<A<I.

Bewys.
Deur 2.2.,15 te beskou, is die bewys soortgelyk as dié

vir stelling 2.4.1. Hierdie verdeling is ook deur Constantine
(196%) afgelei.

Indieﬁ 6 van rang 2<p is, kan soortgelyk as in afleiding
2.4.,1 te werk gegaan word.
Stelling 2.4.4

Indien A~W(Z,m,8), © van rang p, en B~W(Z,n) word

die verdeling van die grootste wortel ll van L gegee deur
2,414 £(19) = T ((mm)/2)T ((p+1)/2)/(T ((m+p+1)/2)T (n/2))

5 4 mp/2 +k+j-1

esp(-0/2)L Ly T 8s & g1y

1P % 5%

(mp/2 +k+j)((m+n)/2), ((-n+p+1)/2) ;(m/2) ¢ 6 1)
C(6/2}/(m/2), ((m+p+1)/2)5Cp (I D)KL, o<11<1.

Bewys.

Onder dieselfde substitusie as in die bewys van stelling
2,4.2 is C (A) CF(Xl). Die gesamentlike verdeling van

1l en X volg dus uit 2.4.1% as
rote |
[0 = 20 ((men)/2)/ (T 0/ 20T (/20T (0/2)) esp(-0/2)

!X‘(m~p~l)/2‘1_x| (X)Z 7 ZJZJllmp/Z +k+3-1

((m+n) /2) ((—n+p+l)/2 JCF/@/Z)C (X)c Xl)/( m/2)
Ox(T)KEjE) .

Integreer na X volgens 2.4.11 en die stelling is bewys.

Uit 2.4.14 volg nou dat

2.4'15 / LA
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2.4.15 P(14¢z) = Tp((m+n)/2)Tp((p+1)/2)/(Tp((m+p+l)/2)Tp(n/2))

& _mp/2 +k+j
‘esp G/Z)Z . ZJZJ 5 &r.g ? ((m+n)/2)K

((~n+p+l)/2)J(m/2)6CK(9/2)06(Ip)/((m/Z)Y
( (m+p+1) /2 I Ykijl).

As 6 van rang r<p is, Dbly 2.4.15 dieseclfde behalwe dat © deur
Qr vervang word en K dan slegs uit r komponente bestaan.

In die bescnder as © van rang ecen is, d.i, €; = A, word 2.4.15
2.4.16 P(1ly¢z) = Tp((m+n)/2)T (p+1)/2) / r ((m+p+l)/2 r (n/2

-N2 2 j '
M S #05s PP/ K3 ((men) /2),

((-n+p+1) /2>J<m/2>6<x/z)kcéup)/((m/z)k
((m+p+1)/2) 5014y (I)kE3L).
Indien 6 =0, d.i. die sentrale geval, word 2.4.15
P(1y¢2) = T, ((men)/2)T ((p+1)/2)/(T ((m+p+1)/2)T (n/2))2 35
T/2 F3((npe1)/2) f(m/2) 105 (1)/(meps1)/2) 5t

"soos gegee deur Sugiyama (1967).

Die verdeling van ll is egter reeds deur Khatri en Pillai
(1968) afgelei in die nie-sentrale geval, maar in 'n veel
meer gekompliseerde vorm as 2.4.14. Bogenoemde skrywers het

naamlik die volgende verdeling gedefinieer:
£(17) = T(1/2)T ((m+n)/2)F (p+2)/2)/ (L { (m+p+1)/2)r (n/2))

T(m/2)T(p/2)) eSp(—@/Z)llmp/2 ‘1(1-11)(n‘P"1)/2

ZkzyzﬁzTZ .Z1Zg b? T gTéJ 1k+3((~n+p+l)/2) ((m+n)/2)

((m-1)/2) 50y, (8/2)05( T,y )/ (m/2)y ((map+1)/2) 50y (1 k251

waar/ ...
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waar by T 'n konstante is. Die sentrale verdeling in hier-
-9

die geval is (Pillai (1967)(a))
£(17) = T(1/2)7 ((men)/2)T 5 ((p+1)/2)/(T_; ((m+p+1)/2)T (n/2)

Mw/2)T(p/2)) 1,"/2 1) P2 5 (nipe1)/,

(m-1)/2 5 (m+p+1)/2 5 191 ).

Stelling 2.4.5

Indien A~W(Z,,m) en B~W(Zz,n) word die gesamentlike

verdelingsfunksie van die wortels van L gegee deur
p?/2
2,407 £(8) = 7P /5T _((men)/2)/(T (p/2)T (m/2)T (n/2))

22 5a /2] 4| (m=P-1)/2| 1y | (0=D-1)/2, (4
P

1

lFo((m+n)/2 ; I"Zl— ZE,A), O<A<I¢

Bewys.

Onder die ortogonale transformasie H'LH = A en deur ge-
bruik te maak van 1.2.8 en 1.2.9, volg uit 2.2.22

2
£(8) = nP /2/(Tp(p/2)Tp(m/Z)Fp(n/z)|221\m/2‘222‘H/Q)iAl(m—p—l)/Z
‘I‘A‘(n~p_l)/2ap(A) fT>Oesp(-zg"1T/2)\T|(m+n-P—l)/2

-1 o -1
| oFo(~(Z17 =2z “)T/2,A)dT,

Integrasie na T met behulp van 1.3.4 lewer die stelling.

Stelling 2.4.6

Indien A~W(Z,,m) en B~W(Zz,n) word die verdelingsfunk-

sie van die grootste wortel van L gegee deur

2.4,18 f(ll)/ ..}
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2.4.18 £(1;) = T ((mm)/2)T ((p+1)/2)/(T (n/2)7 ((msp+1)/2))

[Zl_lZQ\m/2ZkZ ZJZng gK?J llmp/2 +k+3-1

(mp/2 +1c+3)((mn)/2)(m/2) 5( (-n4p+1)/2) C4 (1)

cK(I-zl“lzg)/((m+p+1)/2)6cK(1p)kzjz.

Bewys.

Die bewys is dieselfde as die'bewys vir stelling 2.4.4.

Uit 2.4.18 volg dus

2.4.19  P(1y¢z) = T ((m+n)/2)T ((p+1)/2)/T (n/2)T ((m+p+1)/2))
|z, "5 |0 2zkzyz S1%s &g /2 HEHI (nan)/2),,
(m/2)5((~n4p+1)/2) ;0 (152 71 )Cg (1) /(1L 32

((m+p+1)/2)5Cp (1))

en

2.4.20 E(ll)h = Fp((m+n)/2)Tp<<p+1)/2)/<rp(n/2)rp<(m+p+1)/2))
lzl“lzg\m/2z DABDRP gK?J (mp/2 +k+j)((m+n)/2),
(m/2) 5 ((—n+p+1)/2) 3Cp (T-21 752 )Cg (1) /(K1 5

(mp/2 +k+j+h)((m+p+1)/2) 6C (I ))

Indien £; = £z in 2.4.18 word die verdeling

2.4.21 f(1;) = T?((m+n)/2)Tp((p+l)/2)/(Tp(n/2)Tp((m+p+l)/2))
225172 3 M mp/2 13)(w/2) ((-nrpe1) /2)
¢y (I,)/((msp+1)/2) 58

soos gevind deur Sugiyama (1967).

2.5 Die momente/ ...
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2.5 Die momente van splL en sp(I-L).

Die volgende integrale spruit voort uit paragraaf 2.4,

naamlik uit 2.4.1

2.5.1 [ |a|(m=p=1)/2) 1| (n-p-1)/2 0, (8) Cp(1-0) ab
2
= T (p/2)T(m/2)T (0/2,E)C,(1,)/(rP /2T ((men)/2,))

en uit 2.4,13

2.5.2 [ | o] (@p=1)/2)1_,| (n=p-1)/2 0, (8) Cp(a) da
2 -
= Ty(p/2)T, (0/2)T (/2,8 /(B 2T (men) /2,80 )y (1)

Hierdie integrale kan ook verkry word in Sugiyama (19665;

Met behulp van hierdie integrale is dit nou moontlik om
die verwagte waardes van sekere sonale-polinome te vind en
veral die momente voortbrengende funkéies van splL en sp(I-L).
‘Aangesien spL = spA en sp(I-L) = sp(I-A) sal die momente van
spA en sp(I-A) gevind word.

Stelling 2.5.1

Indien A~W(Z,m) en B~W(Z,n,8), 6 van rang r<{p, dan word

die momente voortbrengende funksie van sp(I-A) gedefinieer as

2,53 Mgp(q_a)() = esp(-0./2)8, 5,88 T, gyéJ t3((men)/2),
(1/2)5C4(8,/2)C5 (T,)/(((men)/2)5(n/2) 0y (T, k" 52 -
Bewys.

Volgens 2.4.3% kan die verwagte waarde van die sonale-poli-

noom CJ(I—A) geskrywe word as

2
E(C;(T-8)) = 7P /2rp((m+n)/2)/(rp(p/2)rp(m/2)pp(n/z)) 0sp(-6_/2)
ZkZK((m+n)/2)KCK(Gr/2)/((n/Z)KCK(Ip)) fé ‘A‘(m—p—l)/2

n-p-1)/2
lI-A\(? p-1)/ ap(A)CK(I—A)CJ(I-A)dA.

Volgens 2.4.9
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. 8
Volgens 2.4.9 is CK(I—A)CJ(I-A) = ZégK’JCG(I—A) en dus volgens

2.5.1 is
2.5.3 B(C.(I-0)) = esp(~-0_/2)% 2,5, &0 (n/2).((mtn)/2)
2. J = r/ </ x*x*58 ,J 8 K

C(0,/2)Cs (15)/(((m+n)/2)5(n/2)yCp(T,)kL).

Die mrmente voortbrengende funksie van sp(I-A) word gegee deur

M(t) = E espt(I-a) = ZjZJ tjE(CJ(I~A))/j£ en dus die stelling.

Indien Gr = 0 is dit duidelik uit 2.5.3 dat

2.5.4 EB(C;(I-a)) = (n/2)JCJ(Ip)/((m+n)/2)J

en derhalwe is

2.5.5 Mop(1-a)(t) = ZjZth(n/z)JCJ(Ip)/(((m+n)/2)le)

lFl(n/2 ; (m+n)/2 ; tIp).

Stelling 2.5.2

Indien A~ W(Z,m,8), © van rang rip, en B~W(Z,n) dan word

die momente voortbrengende funksie van spA gedefinieer as

2.5.6 My ,(8) = esp(~9r/2)ZkZKZjZJzégK?th((m+n)/2)K(m/2)5
0(,/2)05 (1)/((n/2),((men)/2) 50 (1 )L 31
Bewys.

Volgens 2.4.13 is

2
BCy(8)) = o/ 2r (men)/2)/ (T (p/2)T, (/207 (/2)) esp(-6,/2)
2, 5, ((min)/2),Cp(8_/2)/(m/2) k) [T |a](mP=1)/2
‘I—A‘(n~P“l)/2 ap(A)CK(A)CJ(A)dA’

Maak weer gcbruik van 2.4.9 en integreer volgens 2.5.2. Dus

2.5.7 E(CJ(A)) = esp(~9r/2)2k2K26gK?J((m+n)/2)K(m/2)6CK(9r/2)

05(1,)/(m/2), ((mm)/2)5C, (I YL, Q.E.D.

Iadien/ ...



Indien Gr = 0 dan
E(C;(4))= (m/2)JCJ(Ip)/((m+n)/2)J (James (1964)), en

M F.(m/2 ; (m+n)/2'; tIp) (James.(l964)).

spalt) = 1T

Die verdeling van splL is reeds bekend in hierdie geval
(Khatri en Pillai (1968)) en is

)

f(spL) = Pp((m+n)/2)/(Fp(n/2)P(mp/2) esp(~6/2)% K ZJZ Zégy 3

((mn)/2)((~n+p+1)/2) ;(m/2) s (sPL)"/2 *E+I=1g (o/2)

Cs (T p Y/ (m/2) mp/2)k+J F(I Ykijt.

'n Soortgelyke verdeling kan afgelei word vir sp(I-L) in die
vorige geval, maar kan ook uit bostaande verdeling herlei
word.

Stelling 2.5.3

Indien AN W(Z1,m) en B~W(Zz,n) word die momente voortbreng-

ende funksie van spA gegee deur

_ _ ~1 m/2 5 J
2.5.8 M, (t) = |2, "5, 2,5 ZJEJzégk;J((m+n)/2)K(m/2)6t
=1 L
Cp(I-22 "Eg)Cé(Ip)/((m+n)/2)6CK(Ip)kLJ! .
Bewys.
Soortgelyk as in die bewys van stelling 2.5.2 volg uit
264.17
- 2 -
B(C;(0) = 18715 [M/25, 2,85, (mem) /2), (n/2) 40, (151 712)

s (1)/((m0)/2) 50y (T )i

en derhalwe die stelling.

Om die verdeling van splL in hierdie geval te vind, is
maklik volgons die prosedure van Khatri en Pillai (1968).
Die volgende integraal is deur hierdie skrywers bewys:

2.5.9 fD‘Z\(m"p_l)/zap(Z)CF(Z)dzz——dzp

= T (m/2)7, (0/2)(1m/2) Gy (1_)/7P /2t (mp/2) (mp/2),

waar/ ...
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waar Z = diag(zl,zz,-—,zp), zl=l-22—z3-—zp, en
{O<Zp<"<22<21=1"22"zp}‘

Aangesien

101 7B 2 (8) = 502 ms((neped)/2) 88104 (8) /5

kan 2,4.17 geskrywe word as

2
2.5.10 £(8) = -7 /er<<m+n>/2>/<r (p/2)T,(m/2)T (n/2))
|5, lm/22 T EJZ Eégy J((-—n+p+l)/2) ((m+n)/2)F
CK(I-zl"lze)|A|(m‘p‘l)/Qap(A)cé(A)/cK(Ip)k:jil

Integreer 117 12, --y 1, oor die gebied spL wat neerkom op die

p
integraal

2;5e11 ‘fSpL lAl(m~p_l)/2ap(A)Cé(A)dA.

Stel z;, = 1,/spL, (i=1,--,p), dan zy = 1;/spL’
=(spL-1,=..-1_)/spL
(spL-l,-..-1,)/sp
= 1—22—..—Zp.
J(A%>spL,zZ,~—,zp) = (spL)p“l
o] (m=p=1)/2 _ (gp3P{0-p=1)/2 ;) (m-p-1)/2

1y (8) = (spL)P(P‘l)/zap(z)

Cs () (spL)k+jC6(Z)n

n

Die integraal 2.5.11 word dus

o

Die volgende stelling is nou bewys,

Stelling 2.5.4

Indien A~ W(I,,m) en B~W(Zz,n) dan is die verdeling van spL

8
88K, J

-

2.5012 r ((m+n)/2)/(r (n/2)T(mp/2))|xs,” zglm/Qz Tyt T8

KK
(spL)™P/? +k+j"l(m/2)5((~n+p+l)/2)J((m+n)/2)KCG(Ip)
Cg(T-2 782 /(mp/2)y, O (1 )KLjt, O<spI<l.

2.6 Die/ ...



2.6 Die verdeling van L in terme van onafhanklike beta~verde-

lings van die eerste soort.

In hierdie paragraaf word die verdeling van L beskou in
die geval waar A~W(I,m) en BAW(I,n,8) en © van rang r<p
(6 diagonaal). Dit word naamlik aangetoon dat die verdeling
2.2.5 geskrywe kan word as die produk van onafhan%like beta-
verdelings van die eerste soort vermenigvuldig met 'n nie-sen-
trale meerveranderlike beta-verdeling van die eerste soort
van volle rang.

Volgens 2.2.5 kan die verdelingsfunksie van L geskrywe

word as
2.6.1 B, (L 5 m/2,n/2,6 /2)a (l/|21r\(m+n)/2) esp(-6_/2)

o (Pt B g (22 g esp(-my) /2)

1/2

|7y | (2=m=)/2 8 (/2 50,1, P (00 )y, HP)

Khatri en Pillai (1965) he’ aangetoon dat 'n sentrale
meerveranderlike beta-verdeling van die cerste soort geskrywe
kan word as die produk van onafhanklike beta-~verdelings van
die eerste soort. Die metode sal egter effens gewysig word
vir die nie-sentrale gevél.

Onder die opsplitsing L = Lll(rxr) le.) is

L, L

1 22
1Ll = 12qy HDgpmDp g, 71
= 1337 HTgp 4|
Waarl"
2.6.2 Lpy 1 = Lyp-Ipy Ly Loy
J(Lpp2 Loy 1) = 1.
l1-1] = 12y HImLpy 1 =Lpy (-2 )70y 70

Stel U/ ...
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Stel

_ ~1.-1,1/2
2.6.3 U = ((I-L,,)77177) 7 Iy,

Die jakobiaan van die transformasie is

2.6.4  J(Ly,>U) = ‘I;Lll!(p—r)/2‘Lll‘(p—r)/2.

Dit kan as volg aangetoon word:

Stel U(rxp-r) = (Ul,U2,——,Up_r) en
ng(rXP—T) = (L(l)’L(2)’——’L(p5r))‘
B . _ 1. =1,1/2
Dus Uy = RL( 4y, j=1,2,-=,p-r en R = ((I-Ly;) 711, H)/2,

Dit is duidelik dat J(I(;y=U,) = IRI71 en dus

J(Ly,=>U) ='fﬁ?j{J(L(

> U.
J= J)

3)
|g|-(p-1)

il

1

lI-Llll(p‘r)/zlLlll(p"r)/z. Q.E.D.

Onder die transformasies 2.6.2 en 2.6.3% kan die verdeling

van L geskrywe word as

2.6.5 (L)« (1/]21 |(M1)/2) cop o o)1, |(m-r-1)/2

|11 |(n~r~l)/2]L2é”l|(m-p—l)/2|I_L22°l_U,Ul(n—p—l)/i

11

lel>oeSp(~Tll/2)|Tll|(m+n*r—l)/2

1/2
11

. 1/2
oFp(n/2 ] e.T (I-Ly1)Tqq /4)dTll.

Stel

22.1
Die bewys van die jakobiaan is scortgelyk as die van 2.6.4
deur U en W nou in kolomme in plaas van rye op te deel.

Die verdeling 2.6.5 word nou

2.6.7 f(L)d[(l/IQIrl(m+n)/2)esp(-@r/2)lLll‘(m'r’l)/z

‘I_Llll(n—r-l)/%lel>oeSp(~Tll/2)|Tlll(m+n—r—l)/2

5 . 1/2 1/2
OFl(n/Z Y (I—Lll)Tll /4)dTll]_x
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100 1 1P 2 1y, [ (= (m0)=1)/2) ) (0-p-2)/2,

Dus

2.6.8 f(L) = B (L 5 m/2,n/2,9r/2)

1}

Bl(Lll(rxr » m/2,n/2,6 /2 X

B1(Lpy 1(p-1 x p-r); (m-r)/2,n/2) x £5(W).

aangesien die voorskrif van die funksie tussen vierkante hakies
in 2.6.7 die van die nie-sentrale meeveranderlike beta-verde-
ling van die eerste soort is van volle rang. (Sien 2.2.,1)

2.6.9 f5(i)ox | T-yry| (n=p-1)/2

Die volgende stelling is dus bewys.

Stelling 2.6.1

Indien LﬂwBl(m/Q,n/Z,Qr/2), r{p, kan die verdelingsfunk-
sie van L geskrywe word as

2.6.10 f(L) = fl(Lll) f2(L22.l) fB(W)

waar

2.6.11 fl(Lll) = 8,(Lq; 5 m/2,n/2,9r/2)

= (1/7y(m/2)T (n/2) |21 | (M*1)/2) 6550 s2)

lLlll(m_r_l)/2lI-Lll| n-r-1)/2 I

T11>0

esp(=1y,/2) |1y, | (B#0-T=1)/2 5 (n/2 ;

o 1. 1/2

111 (I-L

1/2 "
ll) 11 /4)dTll, 0<L,,<I,

2.6,12 f2(L22=l) = 51(L22.1 ; (m~r)/2,n/2)

T I((rn+n—r)/2)/(r (m—r)/Z)T ~(n/2))

‘L22,i|(m'p'l)/z\I—Lzz.li(n—(p“r)"l)/z

’

O<Lipp 1<1

Die verdeling van W word gegee in 2.6.9 en sal nou verder

v

ondersoek/ ...
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ondersoek word.

Die verdeling van W.

Stel W'(p-rxr) = (W

l' 9w2:9“"awr')'

Dus |I-w'w| = ‘I‘Z£=1Wk'wk‘

= Ihzi-%wk W W'

W 1

= | T-zp2w, v | (1w SI-T0TTw )T ).
Stel B, = W _(I-IX- %Nk'w )L/2 et
2.6.13 J(W~E) = |12 ty | L/2,
Dus |I-wwl = |1-2577w 'w | (1-E (E.'). Herhaal die prosedure
op lIeZE %Wk kl en deur hiermee voort te gaan, volg dat

-—7T

2,6.14  |1-w'w| = lli (1-EE, '),

=1

Laat E'(rxp-r) = (El 1 Epty=—, B '), E, = W, dan

I

1I-wl'w|l/2lI-z s 11/2, | 1ogT=Lyry |1/2

k=1"k "k

2.6,15 J(W—E)

—Tw] .
_ - (r-i)/2
= || _y (1-E;E. ") .
Stel
' _ 3 1/2
2.6.16 E,'(p-rxl) = X' -—/Xil
1/2. 1/2
(T-x;7)7 "x45
Y2 1/2 _ 1/2_ 1/2
(l X l) .4(1 ‘i,p—r—.l.) .

Die jakobiaan van die transformasie is

1. -1/°2

J(E;>X;) = |57y, 0 - - - 0
1,4 1/2 -1/2 _
0 3(1-%30)7 "x.5 0
1 1/2
O O — - - §(1—X-l) LR
1/2. -~1/2
(l_xl,pmr—l) *i,p-r

Dit is/ ...
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Dit is

—p-r .
J(E;=X,) = (1/2)P77] |j=l[(l_xij)(p—-r—g)/zxij_l/z].

Stel X! = (X,'

1'y—=X."), dan

2.6.17 J(E3X) = (1/2)1"(9"1’)\!1 l\\J 1(1 -x; ) fp-r-j)/2 ij—l/2

Onder die transformasie 2.6.16 volg dat

1-E.E, ' = | = l(1- J)
en derhalwe is 2.6,14
~——T ——=D-T
2.6.18  |1-wrwl = |15 1l (1, ).

Die jakobiaan van W na X volg saam met 2.6,15 en 2.6.17 as

2.6.19 J(W=X)

]

J(W—=E) J(E=X)

——T=]-—p~ . -
= T Tl (g (802 (a2 7(0mr)
I ~r-3)/2, -1/2
Tl 1<1’X y(p-r-3)/ X, s /
- 2 -
= (1/2)" T T oy ) (970700 B 2172,

Aan die hand van 2.6.18 en 2,6.19 kan die verdelingsfunksie

van W dus geskrywe word as

£, (W) o | T-urw| (n-p-1)/2

‘\1 1“3 % 1:]-1/2(1_}{”)(n-j-i—l)/z‘

Dlt is .
2.6.20 f5(W) = 'TT TTP_ B (x;. 5 1/2,(n-j~i+1)/2), 0<x <i
= =1l y=1 P1V¥ig 0 A\ =] ’ 135+

Dit kan ook aangetoon word dat die verdeling van Lzédl
geskrywe kan word as die produk van onafhanklike beta-verde-
lings van die eerste soort.

Die verdeling van L22»l’

£p(Lpy 1) | Ly o 130712 1y, |(n=(p-r)-1)/2,

Aangesien stelling 2.6.1 ook geld vir die sentrale geval,

d.i, Qr = 0, gaan die verdeling van L in die sentrale geval

geskrywe word/ ...
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geskrywe word as die produk van onafhanklike beta=verdelings

van die eerste soort waaruit die verdeling van L22 dan maklik

ol
beskou kan word.

Indien 6, =0, volguit 2.6,10 en 2,6.20 dat

2.6.21 f£(L) B (L(pxp m/2,n/2)

it

Bl( 1(rxr r w/2, n/2 Bl(LZZ.l(p-rXp_ s(m-r)/2,n/2
s -—--p -

Stel r = 1. Dus
B, (L(pxp); m/2,n/2) = B;(111(3x1); w/2,n/2)8,(L,, ;(p-lxp-1);
.-...-p_
—l)/2,n/2)' *jlel(Xij ; l/2,(n-j)/2).
Derhalwe 1is

Bl(Lzz:l(p"lXp"l); (m-l)/2,n/2) = 31(122.1(]-}(1); (m—l)/2,n/2)

——p~2
By (53 1 (p-2xp=2)5 (m=2)/2,n/2) ||, 1By (xp5 5 1/2,

n-j)/2).

B1(Lzz 1(p=-3xp-3); (w-2)/2,n/2) = By (133 1(1x1); /2 n/2)
B (g1 (0-350-3); (w3)/2,/2) [5s B (g 1/2,
(n-3)/2).

S s S i e e " s gy o e St A S it et Gy G e i el AR Wi g S P

(2x2); (m—p+2)/2 n/2) = 8 (l

B (Tpo1,p-1.1 p-1,p-1.1(1x1);

(m-p+2)/2,1/2)B) (1 (1x1); (m-p+1)/2,n/2)
Bl(xp—l,l ’ l/2,(1’1—l)/2)°

Geen spesifieke betekenis word aan die veranderlikes L 1
geheg nie, behalwe as om net 'n veranderlike aan te dui nie.
Die verdelingsfunksie van L (sentraal) kan dus geskrywe

word as

2.6.22 8,(L;/ ...
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—p
2.6.22 B,(L ; m/,n/2) = llizlﬁl(lii.l(lxl); (m-i+1)/2,n/2)

—p-1—p-1

i‘i:l"j:lﬁl(xij ’ 1/2; (n-j)/2)’ lll.l = lll'

Maar f2(L22.1) = Bl(L22.1(p—rXP“r); (m~r)/2,n/2), (sien 2.6.12).

Vervang dus in 2.6.22 p deur p-r en m deur m-r, dan is

. —p=-r
2.6.23 f5(Ly, 1) = lli:lﬁl(ui ; (m-r-i+l1)/2,n/2)

—p-r-l—>p-r-1
iar Moy By(viy 5 172, (n=3)/2).
Gebruik is gemaak van die skalar verahderlikes u; en vij slegs
om aan te dui dat nie dieselfde veranderlikes is as in die
geval 2.6.22 nie.
Saam met 2.6.20 kan die gesamentlike verdelingsfunksie

van L22.l en W dus geskrywe word as

D
2.6.24 £,(Lyy 1)85(W) = Ep

l;iBl(ui ; (m~r-i+l)/2,u/2)]

—Dp-r~l—p-r-i
oy T By 5 1/2,(0-3)/2))

~—Tr —p-T -
CH oy T8y (x5 5 172, (n-3-141)/2)1.

Beskou die produk van die laaste twee terme in vierkante ha-

kies. Dit kan aangetoon word dat

—p-r=1—p-r~1i
2.6.25 [l 1l By(viy 5 1/2,(n-5)/2)]
—r —Dp-r '
[l‘izl“j:lﬁl(xij ; l/2,(n~j-i+l)/2)]
—Dp —i-1

= Mo o1 By (w5 172, (n-145)/2)

waar w,. slegs 'n ander veranderlike aandui.

i]
Substitueer 2.6.25 in 2.6.24 dan volg

—D . .
2.6,26 f2(L22‘l)f3(w) = \Ii=r+lBl(ui ; (m~-i+l)/2,n/2)

—_i-1
5218 (w5 5 1/2,(n-143)/2).

Substitueer/ ...
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Substitueer hierdie resultaat in 2.6.10 en die volgende stel-
ling is bewys.

Stelling 2,6.2

Indien L“vBl(m/Z,n/2,9r/2), r<p, dan kan die verdelings~
funksie van L geskrywe word as

2.6.27 By(L m/2,n/2,@r/2) = Bl(Lll ; m/2,n/2,gr/é)

—Dp ]
B (uy ; (m-i+1)/2,n/2)|1j=151(wij ; 1/2,

Hi=r+l

(n-i+j)/2), O<Dy 1< T, O<uy Wy 4<1e

Stelling 2.6.3%

Indien L”vBl(m/Z,n/Z,@r/Z), r<p, dan kan die verdelings-

funksie van lLi geskrywe word as

- P
2.6.28 £(|1}) = £,(1z0 1) 11 185 (wy)

waar LlleBl(m/2,n/2,@r/2) en uiﬁuBl((m~i+l)/2,n/2).

Bewys.
Volgens 2.2.13 is

1l

E|L|" Fo(m/2 +0)T ((m+n)/2)/(T (m/2)T,((m+n)/2 +h))esp(-6,/2)

lFl((m+n)/2 ; (m+n)/2 +h @r/2)

= [Tr(m/Z +h)Tr((m+n)/2)/(Tr(m/2)Tr((m+n)/2 +h))
esp(—@r/2)lFl((m+n)/2 ; (m+n)/2 +h ; Gr/2)]
TT?

i oppy (T((m4n+1-1)/2)T((m+1-1)/2 +h)/T((m+1-1)/2)

F'((m+n+1-i)/2 +h))

= Eln,|" [

Aangesien Lll en u. begrens is, volg die stelling.

Die volgende interessantheid volg uit 2.6.27 en 2,6.28,

naamlik dat

2.6.29 / ...
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—p —i=1
£(1) = £1(Lyq) lli-r+1fi(ui)lIj:lfij(wij)
2.6.29

£(1n) = £ (1o, ) IR uy)

i= r+l 1 Uy
waar LllﬁdBl(m/Z,n/2,0r/2), uiMJBl((m—i+l)/2,n/2) en
wij'NBl(l/zs (I’l-—i+j )/2) .

Stelling 2.6.4

Indien Lnﬂﬁl(m/2,n/2,9r/2), r<p, dan kan die verdelings~

funksie van 1I-L| geskrywe word

i(l-ui)

-—Dp
2.6.30 f(|1-1]) - £.001-0, D) 1L f
waar I-LllﬁuBl(n/2,m/2,@r/2) en l—ui*wBl((n-i+l)/2,m/2);

Bewys.
Volgens 2.2.14 is

BII-L]" = T (n/2 +0)T ((mn)/2) /(T (n/2)T ((mn)/2 +h))
esp(—er/2)2F2((m+n)/2,n/2 +h 5 n/2,(w+n)/2 +h ;Or/2)

P(n/2 +n)T ((m+n)/2)/(T_(n/2)T_((m+n)/2 +h))

It

esp(ngr/2)2F2((m+n)/2,n/2 ;h , n/2,(m+n)/2 +h;9r/2)

TT§:r+l(T((m+n+l—i)/2)H(n+l—i)/2 +h)/T((n+1~1)/2)

T((m+n+l—1)/2 +h))

= B|I-L, \h Hl r+lE(l-ui)h.
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HOOFSTUK IIT.

DIE NIE-SENTRALE MEERVERANDERLIKE BETA-VERDELING VAN DIE

TWEEDE SOORT.

5.1 Inleiding.
P . ' : _ o=1/2,.-1/2
In hierdie hoofstuk word die verdeling van V = B AB

ondersoek indien A~W(Z,m) en B~~W(Z,n,8), © van rang r{p.

Die verdeling van V word in 3.2 gedefinieer asook die verde-

ling van V“l. In 3.3 word die gesamentlike verdeling van die

karakteristieke wortels van V en V"l

delings van spV en spV—l. In 3.5 word aangetoon dat die ver-

afgelei en in 3.4 die ver-

delings van V en ‘VI indien @ van rang r<p is, geskrywe kan
word as die produk van onafhanklike beta-verdelings van die

tweede soort.

3.2 Die verdeling van V.,

Stelling 3.2.1

Indien A~W(Z,m) en BwW(Z,n,8), © van rang p, word

die verdelingsfunksie van V gegee deur

3.2.1  £(V) = (1/rp(m/2>rp(n/2>|zzl(m+n>/2> esp(~0/2)
\vl(m‘P”1>/2.fB>Oesp(-(2“1B+Bl/22‘131/zv)/2)
\Bl(m+n‘P'l>/20Fl(n/2  os~1B/4)aB, V0.

Bewys.,

Die jakobisan van die transformasie V = B_l/ZAB"l/2 is
J(A=V) = \Bl(p+l)/2, in die gesamentlike verdeling van A
en B, Die integraal is egter onbekend en 'n oplossing kon
tot dusver nog nie gevind word nie.

Hierdie verdeling word geklassifiseer as 'n beta van die
tweede soort, maar daar sal na die volgende verdeling verwys
word as melding gemaak word van die nie;sentrale neerverander-

like beta-verdeling van die¢ tweede soort van volle rang.

Afleiding/ ...
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Afleiding 3.2.1

Indien A~W(Iym) en B~W(I,n,0), © van rang p, word die

verdelingsfunksie van V gegee deur
5.2.2 B,(V | m/2,0/2,6/2) = T ((mn)/2)/(T (u/2)T (n/2))

esp(-G/Z)iV‘(m—p-l)/ziI+V|"<m+n)/21Fl((m+n)/2 ;
n/2 5 e(1+v)71/2), vso0,

Bewy Se
Stel ¥ = I in 3.2.1, d.i.

£(V) = <1/rp(m/2>Pp(n/2>|21pl(m+n)/2> esp(-0/2)|v|(m-p-1)/2
,fB>Oesp(-B(1+v)/2)|B|(m+n"P“l)/20Fl<n/2 ; 6B/4)dB.

Integreer na B volgens 1.3.4 en die afleiding volg.
Aangesien 3.2.2 'n verdelingsfunksie is, volg dat

Jysof(V)aV = 1 en derhalve is

3.2,3 [ lvla"<p+1)/2|1+vl‘(a+b)CK(9(I+V)’1/2)dv

V>0

= Fp(a)Tp(b,K)CK(@/Z)/Tp(a+b,K).

Deur gebruik te maak van hierdie integraal volg uit 3.2,2
5.2.4 E|v|P = Ip((m4n)/2) /(T (m/2)T (n/2)) esp(-6/2)

‘Vi(m+2h-p—l)/2‘I+V|—(m+n)/21Fl((m+n)/2 .

y

Juso
n/2 5 e(1+v)"1/2)av

= T (/2 +n)T _(n/2 —h)/(Tp(m/2)?p<n/2))esp<-9/2)

1F1(n/2 -n ; n/2 5 ¢/2)
en

3.2.5 EB|I+v] R = Tp((m+n)/2)/(Tp(m/2)Tp(n/2)) esp(~e/2)

Iy O|V\(m‘P“l)/2|I+V‘—(m+n+2h)/2
>

(F ((mn)/2 5 /2 5 e(1+v)71/2)av
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= rp(n/z +h)rp((m+n)/2)/(rp(n/2)rp((m+n)/2 +h))

esp(—@/2)2F2(n/2 +h, (m+n)/2 ; (m+n)/2 +h,n/2 ;6/2)

Afleiding 3.2.2

Indien A~W(I,m) en B~W(I,n,8), © dizgonaal en van rang

r{p, word die verdelingsfunksie van V gegee deur

3,26 8)(V ; w/2,n/2,0,/2) = T ((men)/2)/(T(a/2)T (n/2))

“

esp(—@r/2)lVl(m—p-l)/z‘I+V|"(m+n)/2lFl((m+n)/2 :

[} —l
n/2 ; 0 (I+V] ,) /2), V>0,

~1
waar V; , = Vll~V12(I+V22)

V2l L]
Bewys.

'n Ortogonale matriks C bestaan sodanig dat

CQC':={9r O},
0 0
maar aangesien die nie-sentrale verdeling van V nie invariant
is ten opsigte van die transformasie V-# CVC' nie, word die
verdelings van A en B in hulle kanoniese vorme beskou (sien
afleiding 2.2.1). Deur dus © as diagonaal in 3.2.2 te be~

skou, kan die sonale-polinoom in die hipergeometriese funksie

geskrywe word as
~1 < y=1 - 4
Cp(0(I+V) /2) = CK(er(I+Vl.2) /2), Kiyp=0 en 6 van

rang r<p. V is opgedeel in submatrikse sodanig dat

V=3V

11 V12!
Vo1 Vzo
en Vll van orde r is.
Indien r=1 word die nie-sentrale meerveranderlike beta-

verdeling van die tweede soort verkry in die lineére geval

soos gedefinieer deur Troskie (1966), d.i.

BV 3/ e



o
Bo(V 35 m/2,n/2,91/2) = Tp((m+n)/2)/(rp(m/2)rp(n/2))efgl/z

‘V‘(m_p_l)/z‘I+V‘-(m+n)/2lFl((m+n)/2 ; n/2 ;91/2(l+vi.2))

Indien Gr = 0 volg die sentrale meerveranderlike beta-verde-
1ing van die tweede soort soos gedefinieer deur Olkin en
Rubin (1964), d.i.

,(V § m/2,0/2) = T ((men)/2)/(T(m/2)T (n/2)) |v] (2P=1)/

| zoy|~(mn)/2,

Aangesien 3.2.6 'n verdelingsfunksie is, volg die in-
tegraal

3.,2.7 .[V>O\V1a‘(P+1)/2|I+V\’(a+b)cK(er(I+Vl.2)‘l/2)dv

= Tp(a)Tp(b,K)CK<9r/2)/Fp(a+b,K).

Met behulp van hierdie integraal kan die h-de momente van

|v| en \I+V\"l uit 3.2.6 gevind word, d.i.

3,2.8 E\Vlh = rp(m/z +h)rp(n/2 -h)/(rp(m/z)rp(n/z)jesp(-er/z)

lFl(n/2 -h ; n/2 Gr/2)

en

5.2.9 E|m+v]™P = T (n/2 +h)rp(<m+n)/2)/(rp(n/z)rp(<m+n)/2 +h))
esp(-@r/2)2F2(n/2 +h, (m+n)/2 ; (m+n)/2 +h,

n/2 ; gr/z)

Hierdie momente kan ook uit 3.2.4 en 3.2.5 respektiewelik
bewys word mect’ behulp van 1.2,10. Die rede waarom die momen-—
te dieselfde is, 1is dat die determinante IV\ en {I+V\ inva-
riant is ten opsigte van ortogonale transformasies soo0s
V=>CVC!'.

Deur gebruik te maak van 5,2.7 kan uit 3.2.6 ook aange;

toon word dat -
3.2.10 ElV(T+v) 1P = Tp(m/2 +h)rp<<m+n)/2)/<rp<m/2)rp<(m+n)/2
+h))esp(—@r/Z)lFl((m+n)/2 ; (m+n)/2 +h @r/z).

Die resultate/ ...
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Die resultate 3.2.9 en 3,2,10 is identies dieselfde as
die van 2,2.14 en 2.2.1% respektiewelik., Dit volg uit die
volgende verwantskap tussen V en L.

Vv = (1-1)"Y/?5(1-1)"1/2,
d.i; I+V = (I-L)—l. Die asimptotiese verdelings van lI+V\"l
en |V(I+V)_l\ sal gevolglik dieselfde wees as die van | 1-1|
en lLl respektiewelik soos gevind in paragraaf 2.3. Tot dus~
ver kon nog nie daarin geslaag word om 'n asimptotiese verde-
ling vir |V\ af te lei nie,

Afleiding 3.2.3

Indien AdwW(I,m) en BA~W(I,n,0), © diagonaal en van rang

r¢{p, word die verdelingsfunksie van Z = vL gegee deur

3.2.11 £(2) = ]-"p((m+n)/2)/(Tp(m/2)T‘p(n/2))eSp(-er/Z)lzl(n"p“l)/2

‘I+Z\—(ﬁi+n)/21Fl((m+n)/2 ; n/?2 ;gr(I+Zl-2)-lZl¢.2/2)

Z>0.

Bewys. :
Stel V=271, J(v=12) = 1z|=(P+1) " 5n 3.2.6.  oOnder die

transformasie volg dat (I+V)"l = (I+Z)—lZ met die gevolg dat

| -1 _ -1
3,2,12 (I+V = (I+2 )72

1.2) 1.2

waar Z, o = le—le(I+222)'lZZl. %3.2,12 kan soos volg aan-

getoon word, Laat Z = le le‘ sodanig dat le van orde .

201 Zoo
r is. Stel (I+z)"% -1

Z = (I+Z C Z

il

5 C3

1.2)

11 Z12) .

C Z Z

21 722
Die matriks-element in die eerste r rye en kolomme van

(I+Z)-lZ is dus (I+Zl 2)_1le + CyZyy.  Volgens Graybill

(1961), bladsy 8) is Cy = =(I+2 )7 2 ,(1425,)7 . Sub-

stitueer hierdie waarde vir Cl in bostaande uitdrukking en

3.2.12 word verkry. Dit bewys ook die afleiding.

Uit %3.2.11/ ...
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Uit 3.2.11 volg nou dat

3.2.13 ,fz>0\z\a"(p+1)/2\I+zl’(a4b)cK(er(I;zl.2)41zi.2/2)dz

(= T(a)T,(0)/(T(a+D) ) ((a)g/(a+b)y)C0p(0,/2) -

¢

Dus

5.2.14 821" = T(n/2 4n)T (=2 ) /(T (a/2)T,,(n/2) ) esp(~0,/2)

lFl(n/Z +h ; n/2 ; @r/z)
en

3.2.15 El1+2| ™" = r,(n/2 +h)rp((m+n)/2)/(rp(n/2)rp((}n+n)/2 +h))

esp(~9r/2)2F2(n/2 +h,(m+n)/2 | (m}n)/Z +h,n/2;9r/2)

Die asimptotiese verdeling van |I+Z\‘l kan gevind word deur

m en n om te ruil in die asimptotiese verdeling van |I+Vl—l.

3.3 . Die verdeling van die karakteristieke wortels van V.

" Stelling 3.3.1

Indien A~VW(Z,m) en B~W(Z,n,8), € van rang p, word die
gesamentlike verdelingsfunksie van die karakteristieke wortels

Vi, Vo, == U, van v (vl?v2>-—>vp>0) gegee deur

: 2
5,30 £(V,) = W /20 ((mm) /2)/(T (p/2)T(m/2)T (n/2))

_o/2)| v, | (m=2=1)/2| 1y, |~(m4n) /2 (y, )

esp( .

lFl((m"rn)/2 n 1’1/2 ; 9/2’(I+Va )‘-1)9 Vs >O7

waar Ve = diag(vl,VZ,-—,vp).
Bewys.
Aangesien dié karakteristieke wortels van V invariant

is ten opsigte van die transformasies A€>Zl/2AZl/2 en
Ebbzl/QBZl/Q kan die stelling bewys word deur gebruik te maak
van die Verdeling van V soos éedefinieer in 3.2.2 in plaas
van die verdeling 3,?,1; {h Ortogonale matriks H bestaan

sodanig dat H'VH = V, = diég(vl,m—vp).

dV:/..'

3.%3.5 f(Zs) = / .}l
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dv = ap(Vs)std(H), ap(Vs) = || .(vi-vj).

1<
Substitueer dus V = HV;H' in 3.2,2 en integreer na H deur ge-
bruik te maak vaﬁ 1.2.8 en 1.2.9. Die stelling volg sonder-
meer, Hierdie verdeling is reeds deur James (1964) gedefini-

eer.

Afleiding 3.3.1

Indien A~~W(Z,m) en B~W(Z,n,8), © van rang r<p, word
die gesamentlike verdelingsfunksie van die karakteristieke

wortels van V gegee deur
2
5.5.2 £(V) = W /20 ((men)/2)/(T (/20T (m/2)T (1/2))

esp(-0,/2) v, | (B2=1)/2| ryy, |=(m0)/2, ()

zsz((m+n)/2)KcK(@r/2)cK((I+vs)‘1)/(n/2)KCK(Ip)k1

waar K 'n opsplitsing van k in nie meer as r komponente is nie,

Bewys o
'n Ortogonale matriks C bestaan sodanig dat CeC! =_£9r O)

0 O
en deur gebruik te maak van 1.2.10 volg die afleiding.
Indien r=1, laat 6, = A. Die verdelingsfunksie 3.3.2

kan nou geskrywe word as

2 - |
5.5.4 £(%) = /20 ((mn)/2) /(T (p/2)T (n/2)T (n/2)) &~/
Ivsl(m‘p“l)/zlnvs1‘(m+n)/2ap(vs)zk((mm)/e)k
c(k)(x(1+vs)‘1/2)/(n/2)kc(k)(1p)k1

waar (k) 'n opsplitsing van k in slegs een komponent is.

Stelling 3.3.2

Indien A~W(Z,m) en B~W(Z,n,8), 6 van rang r<p, word
die verdelingsfunksie van die karakteristieke weortels van

7 = v1 gegee deur

3.3.5 f(Zs) = / .}l



-64.

2 =
5.3.5 £(2) = /2T ((men)/2)/(T (p/2)T, (m/2)T (n/2))

eSP(“@r/Q)lZs ‘(n-p—l)/z‘l'*'zs l-(m+n)/2ap(zs )

2, B ((mn)/2)C (0. /2)C, ((1+2.)742 ) /(n/2),
CK(Ip)kl

waar Zs = diag(zl,zz,—~,zp) en ¥ 'n opsplitsing van k in nie
meer as r komponente is nie.

Bewys.,
Indien r=p in 3.2.11 dan is Z1 5 = Z en dus

£(z) = Tp((m+n)/2)/(Tp(m/2)Pp(n/2))esp(_@/g)‘zi(n-p—l)/Z

~(m+n)/2

| 142 JF((men)/2 5 n/2 5 o(142)71z/2).

Stel Z = H'v, "L

H = H'Z:H en integreer na H 'n element van die
ortogonale groep. Aangesien © van rang r<p is, 1is die bewys
nou dieselfde as die van afleiding 3.3.1
Die verdeling van die grootste karakteristieke wortel
van V (of Z), naamlik vy, kon egter tot nou toe nog nie ge-
'

vind word nie en wel as gevolg van 'n integraal wat nie opge-

los kan word nie. Die probleem is as volg. Stel vi/v1 =¥i_3

(i=2,~-,p) in die gesamentlike verdeling van die karakteristieke

wortels van V (3%3.3.1). laat Y = diag(yl,——,y ) en

p-1

. -1
¥ o= dlag(l,yl,-—,yp~1), J(Vs>vy,Y) = vlp en

ap(VS) = vjp(p_l)/Z\I—Y\ap_l(Y). Die gesamentlike verdeling

van v1 en Y word dus

: 2
5.3.6 f(v),Y) = P /ZTP((m+n)/2)/(fp(p/2)Tp(m/Z)Tp(n/Z))

csp(~6/2)v /2 “1jy|(mp=1)/2| 1y o |~ (mem) /2|y

. . _l
ay_1(Y)Fy((men)/2 5 n/2 5 6/2,(T+v Y1 )77), vy>0,
0<Y<T.

Die integraal/ ...
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Die integraal na Y kon egtef nog nie uitgevoer word nie.,

%2,4 Die verdelings van spV en spV'l.

Om die vordeling van spV = T te kan aflei, 1is die volgen-
de integraal nodig:

Hulp~stelling 3.4.1

3,4.1 fB>Oesp(-B)\Bla”(p+1)/ch(RB)cJ(B)dB
= T ()0, (R)/(Cy (1)) By g5 (2)505( ;)

Bewys.

Daar bestaan 'n ortogonale matriks N sodanig dat

N'BN = By = diag(bl,——,bp)

wéar b, die karakteristieke wortels van B is,
dB = a(B: )dB d(N) . |
- d(N) is die invariante Haar maat, genormaliseer
sodat die maat oor die hele"groep een is (sien 1.2.85. Sub-
stitueer dus B = NB;N' in 3.4.1 en integreer na N (1.2.7),
dan volg dat |

[ 5y oesn(~B) 3127 (P 1)/ 26, () (B)an

2
= 7P /2/(Fp(p/2))st>oesp(~Bs)\Bs|a—(p+l)/2ap(Bs)CK(R)

Cg(Be )C7(Bs)/(Cy(I))dBs
2
= ®2UT (0/2))f 5y gesp(-B.) 1B 127 PH 20 (5 )0 ()

(Zgay 505 (B ))/(Cy(T,))aBs .

Deur term-vir-term te integreer na B, wat toelaatbaar is,
volg die integraal (Sugiyama (1966))

3e4:2 p gesp(-Bo) B 127 (BH ) 20 (5,0, (5. )am

= T (p/2)T_(a)(a)Cs(I )/ﬂ§2/z
= p Pl 878 Tp ’

en dus die hulp-stelling.

Stelling 3.4.1/ ...
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Stelling 3.4.1

Indien A~W(Z,m) en B~W(Z,n,9), © van rang p, word die

verdelingsfunksie van T=spV gegee deur

3.4.3 f(T) = TP((m+n)/2)/(fp(n/2)T(mp/2))esp(—@/Z)ZkZKZjZJZ6

g5 2 *37L (1) (w/2) (((men)/2) 50 (0/2)

Cs(T,)/((mp/2) 5(n/2)Cp(T )kt ]2, 150.

Bewzs;
Die verdeling van T sal gedefinieer word deur die  inverse
van die Laplace-gétransformeerde

-tT

e(t) = B(e~'T) = B(esp(~tV))

se verdelingsfunksie te neem. Volgens 3.2.1
3.4.4 g(t) = (l/Tp(m/Z)Tp(n/2)l2Z\(m+n)/2)e8p(-@/2)fv>o
\Vl(m'p"l)/Qesp(~z“1B/2)esp(-(%Bl/2z‘lBl/2+tI)V)

IB\(m+n‘p’1)/20Fl(n/2 * or~1B/4)anav.

Integreer eers na V met behulp van 1.3.2, d.i.
fV>Oesp(—(%Bl/22—1B1/2+tI)V)lV\(m—p-l)/2dV

= rp(m/g)\%Bl/2z—lB1/2+tI\-m/2
- rp(m/2)t-mp/2ZjZJ(m/22JCJ(“t~lZ—lB/2) (sien 1.2.11)

Substitueer hierdie oplossing in 3.4.4 en integreer na B, d.i.

die integraal (hierdie integrasie is toelaatbaar)
fB>Oesp(—z“lB/2)!Bl(m+n‘pfl)/2CJ(~t'1z"1B/2)cF(gz‘lB/4)dB.

Transformeer £h>221/2B21/2, Jd = \Z|(p+l)/2, en integreer

volgens 3.4.1, d.i.

3.4.5 fB>Oesp(~Z_lB/2)|B\(m+n_p—l)/2CJ(-Z—1B/2t)CF(OZ-lB/4)dB

- lzzt(m+n)/?[B>oesp(-B)\Bl(m+n‘p"1)/2CJ(;B/t)cK(9B/2)dB

=/ v
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= 22| (/2 t)In ((men) /2)0,(6/2) /(0115 8°

((m+n)/2) €4 ()

3.,4.4 is derhalwe

3.4.6 g(t) = Tp((m+n)/2)/(rp(n/2))eSP("Q/2)ZkZKZjZJZSgK?J('l)j
¢ ~mp/2 "j(m/2)J((m+n)/2)5CK(9/2)C<5(Ip)/«n/2)y;
Cel Ip)k'.j .

Deur nou gebruik te maak van die Laplace-inverse (sien Con-

stantine (1966))

£(T) = (1/2ni)fgj$ e Te(t)at -

en term-vir-term te integreer wat toelaatbaar is, volg die

integraal

(1/2ni)fgig§ o bT=(mp/2+3) 4

- pap/2 +j—l/r(mp/2)(mp/2)j

en dus die stelling.

Indien © van rang r<p is, volg die verdeling van T
maklik deur 8 %.4.% met Or te vervang; K is dan 'n opsplit-
siﬁg van k in nie meer as r komponente nie. Indien =0,
dan is

£(T) = T ((men)/2)/(T, (n/2)T(mp/2))5 5 ;189/2 +3-1(_1)3
m/2);((m+n)/2);C;(1,)/(mp/2) ;]

soos gedefinieer deur Constantine (1966).

Om die verdeling van S:spZ:spV”l

te kan definieer, is
die volgende hulp-stelling nodig.

Hulp~-stelling 3.4.2

5.4.7 |TRI ™ @) o l(1r D)™ = 5mr e 8 (-1 05 ()51,

R>0.

Bewys./ ...
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Bewys.

Beskou die integraal wat duidelik konvergent is
a"<P+l)/2 a
fs>oesp(~(I+R)s)\sl Cy (RS)dS

1)-1y,

- rp(a)IIfR\‘a(a)KcK(I+R‘

Hierdie integraal kan ook as volg beskou word:

fs>oesp(-(I+R)S)\s\a‘<p+l)/20 RS)dS

%

= %5 IS>Oesp(-s)|s\a“(P+1)/2(-1)30J(RS)CY(Rs)ds

= 2.2, (-1)3/050) Lgy0e0n(-8) 51272 2o (rs)as

- ZjZJZégK?J(—l)jfp(a)(a)éCé(R)/j1.

Stel hierdie twee oplossings gelyk en die hulp-stelling volg.

Stelling 3.4.2 -

Indien A~W(Z,m) en B~W(Z,n,8), O van rang p, word die

1

verdelingsfunksie van S=spV ~ gegee deur

3,4.8 f(S) = Tp((m+n)/2)/(rp(m/2)T(np/2))esp(—Q/Z)ZkZKZjZJZé

gK?anp/Z +k+j—l<_l)j(n/2)6((m+n)/2)6CK(O/2)

Cé(Ip)/(n/Z)K(np/Z)k+jCK(Ip)k&j1, s>ol

Aangesien die karakteristieke wortels van V-lzBl/zA-lBl/2
dieselfde is as die karakteristieke wortels van A—l/ZBA-l/Z,
stel Z = A-I/ZBA~1/2; Dus spZ = spV’l. Aangesien die karak-
teristieke wortels van Z onafhanklik is van die transformasies
Aﬁ?ZZl/ZAzl/Z en Be»ZZl/ZBZl/Q, kan die Laplace-getransfor-

meerde funksie van S=spZ geskrywe word as
-tSy _
3.4.9 g(t) = B(e7™) = (/T (m/2)T (n/2))esp(~6/2) 5. 0f 450

|2 (m2=1)/2] | (men2=1)/Zogp () esp(~(4+t1)2)

oFp(n/2 ; onl/272431/2 /2y asaz.

Die integraal/ ...
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Dic integraal na Z is naamlik

3.4.10 \zl(n‘p'l)/Qesp(;(A+tIjz)cK(Al/QeAl/zz/z)dz

fZ>O

- rp(n/2)1A+t1{“n/Z(n/z)KcK(Al/QgAl/Q(A+t1)‘1/2)
- rp{n/g)t‘np/zl%A+Il‘n/Q(n/z)KcK(e(I+tA“1)“1/2)

Derhalwe is

5,401 g(t) - (1/rp(m/2)jt—np/zesp(—G/Z)fA>Oesp(—A)‘Al(m+n'p"l)/2

_ o o
2 Pg(n/2), |24+ T] n/ Cr(O(T+tA77) 1/2)A(n/2)yk
dA.
Daar bestaan 'n ortogonale matriks M sodanig dat

M'AM = Ay = diag(al,——,ap).

dA = ap(AB)dAsd(M). 3tel A=MA:M' in 3.4.11 en maak gebruik
van 1.2.7 en 1.2.8. Dan

- 2
3.4.12 g(t) = 7P /2/(Tp(p/2)rp(m/2))t—np/zesp(—Q/Z)Z g

| K“K
[ 4, s0esp(=o) [y | (7210 20 ()L, q|-n/2
cK(e/z)cK((I+tAs “Lxn/2) F/((n/2 (Op(T)K)an, .
Volgens 3.4.7 is |
14, +1172(n/2) 0 ) Oy ((T+84, 1))

= ZJZJzégI( J(n/z ( 1) 6(As/t /

indien R deur A/t vervang word. Derhalwe kan 3.4,12 geskry-

we word

2
g(t) = /2/(rp(p/2 (m/2))t~ n?/zesp (-6/2)% Tt T 8y J( ~1)4

<n/2)6cK<e/2>/<n/2>KcK<Ip>kaj:)fAE>OeSp<~As>1Ast(m+n"P‘1>/2
ap(As?Cé(As/t)dA
Integreer na A, met behulp van 3,4.2. Dus

3.4.1% g(t)/ ...



-70-

)

3,4,1% g(t) = rp((m+nj/2)/(rp(m/2))esP(-@/z)z EgZ 54T 5 8¢ 1

(-1) 347 (m/2 +48) (0 /2) ((men)/2) 0y (0/2)04 (1)
((n/2)C(T k1317,

Neem die Laplace-inverse met

(l/an‘fg+i§3 o B8~ (np/2 +k+j)dt

= sUP/2 +k+3=L e o s
en die bewys is voltooi.
Indien © van rang r{p is, 1is die verdeliﬁg van S voor
die hand liggend. |
Constantine (1966) definieer egter die verdeling van S in

terme van lLaguerre-polinome, naamlik

3.4.14 f(S) = Fp((ﬁ+n)/2)/(rp(m/2)r(np/2))eSp(-e/z)zsz(;l)k

s7/2 %=L (min) /2),17(6/2) /(np/2) X

waar V=(n-p-1)/2 en L (6/2) 'n Laguerre-polinoom is met voor-

skrif
Lp(8/2) = (vap)yCp(T)E5_(-1)%ay 10;(0/2)/((v4p);€5(1))).

J i8 'n opsplitsing van J in nie meer as p komponente nie en
ay g 'n konstant wat volg uit die verwantskap
-9

k

Die waarde aK,J is deur Constantine (1966) getabuleer vir
k=1(1)6.

Indien 3.4.3 met 3.4.8 vergelyk word, volg 'n redelike
mate van ooreenkoms, maar dit lyk nie of 'n algemene reé¢l

bestaan waaruit die een verdeling uit die ander herlei kan

word nie.

Omdat spV = spL(I---L)"l en spV"l = spL*l(I—L) is die ver-

delings van spL(I-—L)"l en SpL—l(I—L) dus ook bekend.

3,5 Die verdeling/ ...
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3.5 Die verdeling van V in terme van onafhanklike beta-ver-

delings van die tweede soort.

Beskou die verdeling van V indien © van rang r<p is soos

gedefinieer in 3.2,6, d.i.

3.5.1 B (V] m/2,n/2,@r/2)o<esp(-gr/z)|V\(m‘P"l)/211+V‘-(m+n)/2

(P ((mm)/2 5 n/2 5 6 (I+v) ,)7H/2)

indien die konstante term geignoreer word.

Stelling 3.5.1

Indien~Vﬁvﬁ2(m/2,n/2,9r/2), r{p, kan die verdelingsfunk-
sie van V geskrywe word as

| — —i-1
5.5.2 B,(V ; w/2,n/2,0 /2) = £;(V) )1 flsgdy gy

waar Vlcz(rxr)ﬂvBz(m/2,n/2,9r/2),
sim,Bz(m/2,(n+l-i)/2) en

Zia’\’ B2((m_1+3 )/271/2) i

Bewys.
Onder die opsplitsing sz( V11 V12) , V11 van orde r,
Vo1 Voo

volg dat
| Tev] = [Tevg, T4V Ll

-1 _
waar V1.2 = V11~V12(I+V22) V21. J(vlla-vl‘z) = 1.

_ ~1, =1
V] = (Ul 1] o=y o (T4, 77V, |
= |vgollvy p-vuri
-1, -=1,1/2
waar U = V12((I+V22) Voo ) .

I(V5> ) 1(I+V22)"1V22"1\‘r/2 (sien 2.6.4)

\I+V22lr/2\V22lr/2.

Die verdelings—/ ...
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Die verdelingsfunksie van V (3.5.1) kan dus geskrywe word

f(v)ocesp(-@/z)lvl _yu | (m-p- l)/2\I+v \"(m+n)/2\v l(m‘p+r"l)/2

| T4V, 17 ~(m+n-1)/2 Py ((m#n)/2 § n/2 @r(1+v1.2)“1/25.

”1/2U

Laat T = Vlo2 5

J(U>T) = |V1‘2‘(p-r)/2; Dus
3.5.3 f(v)ocesp(«e/z)lvl.2\<m"r-l)/2|I+Vl.2‘-(m+n)/2

(P ((men)/2 5 n/2 5 e (T4 ,)71/2)
!Vzol(mn(p—r)—l)/Z‘I+V22|—(m+n—r)/2
\ImTT‘l(m—p"l)/2,

d.i.

3.5.4 £5(V) = £1(V, ) Ep(Vpy) 1(T)

waar Vl‘2(rxr)«sﬁz(m/27n/2,9r/2) |

V22(p—rxp~r)\4BZ(m/2,(n—r)/2)
en fB(T)«|I—TT‘!(m—p‘l)/2g

Beskou die verdeling van T(rxp-r).

Laat T =.(Tl,T2,m~,T ), dan

: r
|1-TT'| = \Tmzp o1 T, 7" |
| Toyppr-l
= (I-232) T T,
T! 1
i pP~-r . »
—r-1 —_r=1 -
= IImzﬁzi T, k'l(l -1 (I- D RSP I N
_ (1_sP-r=1- ~1/2
Laat Dp__r = (I D LkaP) Tp“r’
N _ 1 ep-1-1 1/2
T(Ty_> Dy ) = |T-2377 Tka'\ , dan
p~T-1 p~r-1
|17 | = J1-2p77 7 T H(1-D)_ D). Deur |I-zpTiTIT Tt

nou te beskou en die prosedure te herhaal, volg dat

3.5.5 |I-TT'|=/ ...
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5.5.5 1111 | = T1os

(l—Di'Di), Dy = Tq.

Stel D = (Dy,Dp,~=,D,_,), dan is

b——pér—l i)/
3.5.6 J(T>D) = ||, 5 (l—Di'Di)(p rkl)/ .
Laat Di =¥, l/(l+yll)l/2
i l/2/(l+yll)l/ (l+y12)l/9
yill/z"yi,r~1l/2/(l+yil)l/2'?(l+yir)l/2
met .
J(D;>Yy) = _1/2(1+yil)3/2 0 — 0
4 -y 11/2/2(l+y 1)1/2(l+ i2)3/2——_ 0
1/2 1/2
Vi1 / “yi r-1 /
2(1+y11)1/2 (l+y )3/2
SEYALIN 52171 J(r J)/2/(l+y )(r 3#3)/2,
Dus .
. —pP—=I-——T .
5.5.7 3(d>1) = (-1/2)7 D] lHJ 135 T B g ) (734302
. -—T
waar Y = (Yl,—-,Yp_r). hangesien (1-D;'Dy) = llJ lyla/(l+y J)
volg saam met 3.5.5 dat
.._..-_r—-
5.5.8 |I-TT'] = i\l _; (1-p;'Dy)
S —
= ‘\l l“J lylj/(l+y J)
en saam met 3.5.6 en 3.5.7 dat
3,5.9 J(T-»Y) = J(T=D) J(D=>Y)
D) e P R .
= (—1/2)r(p”r)\\§:l|\j:lyij(P“l—J)/2/(l+yi§p-r-ﬁ/2

" Die verdelingsfunksie van T kan derhalwe geskrywe word as

3.5.10 f5(T)=g(Y) \ N yj:lyij(m—i—jel)/2/(1+yij)(m-i-j+2)/2

._....p_ S

= T Bolys g 5 (meim341)/2,1/2).

Beskou/ ...
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Beskou nou die verdeling van V22 soos dit voorkom in

3.5.4, naamlik V22“w82(m/2,(n—r)/2)

Om aan te toon dat die verdeling van V22 geskrywe kan
word as die produk van onafhanklike beta-verdelings van die
tweede soort sal van 3.5.4 gebruik gemaak word. Vir geriefs—
halwe sal die verdeling van V in die sentrale geval beskou word
deur Qr nul te neem. Die verdeling van V22 kan dan maklik
gevind word deur p met p-r en n met n-r te vervang. Indien
6.=0, is V‘uBz(m/Z,n/Z) en V; ,~B8, (m/2,n/2). Stel r=1, dan
volgens 3.5.4 is

£(V) = fl(vlné)fz(vzz)fB(T), a.i.

Bo(V(pxp); m/2,n/2) = By(vy » 5 w/2, n/2)B Vgg(p-lxp ~1);n/2,(n-1)/2
__p_1 '
Hl ~1P2 yil ’ (m‘i)/271/2)‘~

. Dus

vB (V22<p"lXP— ; m/2 (n-1)/2) = B (V2 3 s m/2 (n-1 1)/2) x

— —2
Bo(V35(p-2xp-2); m/2, (n-2)/2) \ll 180(v01(1-1)/2,1/2)

Bo(V35(0-2xp-2) 7 m/2,(n-2)/2) = By(vs 4 § m/2,(n-2)/2) x

3
Bo(Vy,(p-3xp~3); m/2,(n=3)/2) |\1 _1B(¥55(m-1)/2,1/2)

Bp(Vy_y 51(2x2)} m/2,(n-p+2)/2) = By(v

D ; m/2,(n-p+2)/2)

p=l.p

Bolvyp 5 m/2,(n-p+1)/2)B5(yy o 55 (m-1)/2,1/2)

pp

1]
Vii)Vis, i

pi "p,i+] 139
e Vi itl T ViiTV(4 (I+V1+l 1+l) {i)’
Dus
3.5.11 B, (V(pxp); m/2,n/2) = TT? l52(\/1 1017 m/2,(n-i+1)/2) x

e S

P P-J
B2(Vpp ; m/2 (n—p+l /2) l \ileZ(yij;(m"i)/Z’l/Z)'

Vervang/ ...
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Vervang p met p~r en n met n-r dan kan die verdelingsfunksie

van~V22(p—rxp~r)’geskrywe word as

3 5.12  B,5(Vyo(p-rxp-~ r); m/2,(n-r)/2)

ety ——p—r-l-—p—r—j )
U By(s; 5 0/2,(n-r-i+1)/2)] M U U IS P
(m-1)/2,1/2).

Die skalar-veranderlikes s; en tij is ingevoer om aan te toon

dat hulle verskil van die in 3.5.11.

Fombineer die resultaat 3.,9.12 met 3.5.10 dan

3.5.13  £,(V,,)15(T) = 1M

i=r+ lBQ(Sj_ ; m/2,(n—r-‘i+1)/2)] X

(e, T, (g5 5 (a=1)/2,1/2)) x

-_....-p,_ e

oy g By 5 <m—i-j+1>/2,1/2>1.

Dit kan nou aangetoon word dat die produk van die laaste twee

terme in vierkante hakies geskrywe kan word as
—pP=~r=1—p-r=-]j ~—p~-r—T :

——i-1

(m-1-3+1)/2,1/2) = iR W1 Bolzyy 5 (m-145)/2,1/2)

i=r+]1

waar zij-'n ander veranderlike aandui. 3.5,13 word derhalwe

P
3.5.14  £5(Vp,)05(T) = ||

i:r+162(si s m/2,(n-1+1)/2) x

~—i-1 . | ]
HjleZ(Zij ; (m-1+3)/2,1/2).

Substitueer hierdie resultaat in 5.5.4 en die stelling is bewys.

Stelling 3.5,2

Indien V“dﬁz(m/2,n/2,@r/2), r<p, dan kan die verdelings—

funksie van |V| geskrywe word as

5.5.15 eClvl) = £,(hvy o) THNENCS

waar Vy va (n/2,n/5,0 / n'Xim«62((m—i+l)/2,n—i+1)/2j.

Bewys.

Volgens 3.2.8 is

Blv|B/ ...
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B|VI" = T_(w/2 +8)T (/2 ~0)/(T (n/2)T_(n/2))esp(-6,/2)

1F1(n/2 -n ; n/2 ; 6 _/2)

= T_(w/2 +h)T_(n/2 mh)/(rr(m/g)rr(n/z))esp(_gr/g)

. TP
1Fp(n/2 =n 7 n/2 56 /2)]]

i:r+l[1"((m--i+l)/2 +h)

T((n-i+1l)/2 =h)/(T((m~i+1)/2)T((n-i+1)/2)]

P

3|V102lhTT1=r+1E(Xi>h

aangesien T(a+h)T(b;h)/(T(a)T(b)) = fX>Oth2(x ; a,b)dx

en ElVl z‘h na analogie van %.2.4 volg.

Die verdeling van I+V\"l kan op 'n soortgelyke wyse be-
skou WOrd, maar aangesien \I+V|“l = |I-L‘ wat reeds in para-
graaf 2.6 aandag geniet het, sal dit nie weer beskou word

nie,
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HOOFSTUK 1IV.

DIE NIE-SENTRALE MEERVERANDERLIKE DIRICHLET-VERDELINGS.

4,1 Inleiding.

In hierdie hoofstuk word die gesamentlike verdeling van

L.

-1/2 -1/2 .
3 ) / Aj(ZjAj+B) / , j=1,--,Q,

I
Ve
™
.
=
.
+
o

ondersoek asook die gesamentlike verdeling van

v. = 51/2, §1/2

j j 3 jzly““yQ°

In 4.2 word die gesamentlike verdeling van Ll’ - Lq gede~
finieer vir die gevalle Aja,w(z,mj) (j=1,--,q) en B~W(Z,n,0),

© van rang r<p, en Aj«Jw(zl,mj) en B~¥(Zz2,n). In 4.3 word

die asimptotiese verdeling van \\lej\ gevind in beide die ge-

valle. In 4.4 word die gesamentlike verdeling van V., ——,Vq
gedefinieer indien Ajﬂww(z,mj) en B~¥W(Z,n,8), © van rang

r{p. In 4.5 word die eksakte verdeling van.sp(ZjVj) afgelei.

4,2 Die nie-sentrale meerveranderlike dirichlet-verdeling

van ¢ie eerste soort.

Stelling 4.2.1
Indien.Aj“~W(Z,mj),'j:l,—-,q, en B~W(g,n,8), € van

rang p, word die gesamentlike verdelingsfunksie van'Ll, —~,_Lq

gegee deur

I

‘jrp(m

le(n~p~l)/%f

101 f(Ll,——,Lq) = (1/rp(n/2) j/2))\221"<m+n)/2esp(-@/2)

eSp(—Z—lT/Z)

T (m.~-p=-1)/2
AP |1-2,

>0
\Tl(m+n—p—l)/20Fl(n/2 : gz”lTl/z(I—Zij)Tl/2/4)dT,

m=% ;.. I-%.0.>0, O<L.<T.
Ak jrgodr OChy<

Bewys.
Die gesamentlike verdelingsfunksie van Al, —— Aq en

B word gegee deur

f(Al,——,Aq,B)/ ‘oo
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-

£y mmy b B) = (1/0,(n/2) 15T, (m/2)) |22 ~(B40) 2agy o 2)

“(z.a +B)/2)TTj\Aj\<mj-P-1)/2|B‘(n—p—l)/2

esp(-2 3#3

. . -1
oF1(n/2 ; 6z7"B/4), m:Z.mj.

J
-1/2, ~1/2
Stel L. = T 7 “A.T T = Z.A.+B.
J J T 37
J(Ayy==yAysB>1Ly,~=,L,T) = |r|alp+l)/2, Integrasie na T in
die gesamentlike verdeling van Ll’ - Lq en T lewer die stel-

ling.

Die verdeling 4.2.1 word geklassifiseer as 'n nie-sentra-~
le meerveranderlike dirichlet-verdeling van die eerste soort
van volle rang, met andere woorde (sien Troskie (1966))

Lys Ly, ==5 Ly~Dy (ml/2,——,m /2,n/2,8/2).

Die h-de momente van \\ ‘ j} en lI ZJLJ‘ kan uit 4, 2 l
gevind word dcur gebruik te maak van die volgende integraal.
R T R TG EE Y

AL .
|1 jan,

——

= 14T, (a )T (0, 8) /T (a+4b,K)-Cp(R), a=ija..

Hierdie integraal kan uit 4.,2.1 herlei word, maar word in
4.4 bewys. Indien j=1 volg 2.2.2.

Deur eers met betrekking tot Ll’ L2, - Lq te integréer
volgens bostaande integraal en dan na T volgens 1.%.4 volg

dat

—r——

4.2.3 ETTJ\Lj\hj = | To(ms/2 +hy )/(r ((m+n)/2 +h)Tijp(mj/2))

\22|_(m+n)/285p(—é/2lfT>Oesp(—z‘lT/2)IT|<m+n"P"1)/2

F ((m+n)/2 +h | oex~l1/4)ar

0 l<

= T ((men)/2) [T (ms/2 +n,) /(T ((wn) /2 +n)

15T, (m5/2) ) esp(-0/2), F) ((mtn)/2 ; (mn)/2 +nj6/2),

h=% _.h.
i3’

(PR

en / v
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4.2.4 ElI~Zij\h - Tp(n/2 +h)Tp((m+ﬁ)/2)/(Fp(n/2)Tpg(m+n)/2 +h))

”

esb(—@/Z)ze(n/Z +h;(m+n)/2 ; n/2,(m+n)/2 +hi6/2),

Laasgenoemde resultaat is dieselfde as die van 2.2.4.

Afleiding 4.2.1

Indien Aj“vw(z,mj), j=1,--,4, en B~W(Z,n,0), 6 diago-
naal en van rang r<p, word die gesamentlike verdelingsfunk-

sie van Ll’ L2, —— Lq gegee deur

4.2.5 £(Ty,==51g) = T ((mn)/2)/(T (n/2)F ((m+n)/2) \l my/2))

|21, 1= (%) 2esp (0 /o)1 |1, | (25727102

}I—Z.L.|(n"p“l)/?fT ‘ (m+n~r-1)/2
J J ,

esp(=T../2)|T
1150 ll 11

. 1/2 1/2
OFl(n/Z ; 8,T1 7 (I~ -Z3ly; 13 )T14 /4)dTll

waar m=r.m. en L. = L., . L. 'n opsplitsing van L. in sub-
™3 ] ( 113 123) PeP & i

Top5 Loo;
matrikse is sodanig dat Lllj van orde r is.
Bewys,
Die bewys is soortgelyk as die van afleiding 2.2.1;
Die vérdeling 4.2,5 is die nie-sentrale meerveranderlike
dirichlet-verdeling van die eerste soort van rang r, met an-

dere woorde indien 6 van rang r<p is, dan is

Ly, =~ Lq'\le(ml/'Z,——,mq/Z,n/Z,Qr/2) .
Indien r=1 volg uit 4.2.5 dat

D. (L

L l,u—Lq;mi/Z,——,mq/Z,n/Z,A/2) = T ((mn)/2) /(T (n/2)

TTATp(mj/2))e"K/2TT5\Lj|(mj—p—l)/Z‘I_szj‘(n—p—l)/g

Fl((m+n)/2 s n/2 A(l—zjlllj)/z), 91=x.

Lo

Hierdie resultaat is reeds deur Troskie (1966) afgelei,
Indien Qr:O volg die sentrale verdeling soos aangetoon deur

Olkin en Rubin (1964), naamlik

R~

Dy(Lys==3Tg/ «us
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Dy (L= Doy /2,30 /2,0/2) = T ((wen)/2) /(T (n/2) 1,

r /o __. ' (m,-p-1)/2 5.1 (n—p—l)/i
plms/2 1L 1 | 1-2,1,]
Die h-de moment E“lej‘hj indien € van rang r<p is;

kan maklik gevind word uit 4.2.3 en die volgende afleiding

kan daaruit gemaak word:

- 4,2,6 ETTj\leh T ((m+n )/2) \l .T (m /2 +h /(T ((m+n)/2 +h)

13T, (my/2) )esp(=6 /2), F) ((mtn)/2;(m+n)/2 +hj6 /2)

=T ((m+n )/2) TTJ /2 +h /(T ((m+n)/2 +h)

T

3 A /2 ) Yesp(-6 /2 lFl((m+n )/2;(m+n)/2 +h;0 /2

[ll T((m -i+l)/2 +h /T((m -i+l /2

T((m%n—i+l)/2)/T((m+n—i+l)/2 +h)

h. .
= E‘.lelljl J lli=r+l j ij J

WaAT Xjq ==X q«aD ((m ~-i+1)/2,-~ mq—1+l )/2,(n~(g-1)(1-1))/2)

(51en Wilks (1962)). Dit volg as gevolg van die feit dat

T((m+n~1+l )/2) i\ F( .—i+l)/2(%h.)/(T((m+n—i+lj/2 +h)TT.

D((m-1+1)/2)) = T((men-i+1)/2)/(T((n=(a=1)(1-1))/2) 11,

l .
T((mj—i+1)/2)f_~,f I .x (mj—1+l+2hj)/2 -1

313

~(g-1)(1-1))/2 -17]
(1- 23X13)(n (a-1)(1-1))/ [ axy,.

Uit 4.2.6 volg ook dat Liq1s = Lllq verdeel is soos 'n nie-
sentrale meerveranderlike dirichlet van die eerste soort van
volle rang (vergelyk 4.2.3).

Stelling 4.2.2

Indien AjA«w(zl,mj) (j=1,~-,9) en B~W(Zz,n) word die

verdelingsfunksie van Ll’ - Lq gegee deur

.4'0207 f(]IJl,—",Lq)/ LI Y )
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I

£.2.7 £(1y,—,3) = (1/7,(n/2)||,T (my/2) 25, |2/2] 25, |7/ )

1,10, (852 2 g (P02 cop(a7bn/2)
‘T‘(m+n~p«1)/2 P _.T1/2(z

~1y,l/2
0o )7/

Iy, 24Ls/2)dT.

Bewys.

Die gesamentlike verdelingsfunksie van Aj (j=l,--,q) en

B word gegee deur

£y, - /() 1T (m/2) |2, |2/ 2, |7/2)

q’

1 -1

_l—\_j 14, \’<mj‘P"l)/2\B|(n"P“l)/zeSp(-(za" BT,

szj)/z),

m=fm,. Onder die substitusie Ly = 17 -1/2 AJT—l/Z T = T;A+B,

kan die eksponent term geskrywe word as
esp(-(zg“lB+zl‘lz.Aj)/2)

~1p1/2(1. ~2D4)T /2 4 g, ir I/QZJLJTI/Z])

esp(~L211/2) (Fo(=(2"or )T l/ngLJTl/Z/z

_esp(—%[ia

1l

Integrasie na T in die gesamentlike verdeling van Ll’ — Lq
en T lewer die resultaat.
Die volgende integraal kan nie bewys word nie, mnaar

die oplossing blyk korrek te wees;

T —
4.2.8 f—aﬁf l\j\Lj\(mj*p”l)/Q\I_szj|<n"p"1)/20K(szLj)

T‘j ALy

=(r,(n/2) [ 1,7 (m,/2) /T ((m4n)/2) 1(n/2) gCpr(R) /((mn) /2)

Omdat 4.2.7 '‘n verdelingsfunksie is, moet integrasie met
betrekking tot L (j=1,--,q) een gee. Deur 4.2,7 eers na
Lj (j=1,~~,9q) te intesreer met behulp van 4.2.8 en dan na T
met behulp van 1.3.4 , word 1 verkry. 'n Verdere aan-—
duiding dat die integraal korrek is, is dat dit reduseer

tot die integraal 2.2,16 vir g=1.

Deur nou gebruik te maak van bostaande integraal volg

dat/ .."
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dat
$.2.9 E\l Iz, 1B

il

rp m+n)/2)\| r /2 +h )/(T_((m+n)/2 +h)

v

JRREW LN zzam/Z (0/2 +h, (men)/2

(m+n)/2 +h JI-2,71%2), h=I.h..

33

As g=1 reduseer hierdie resultaat tot 2.2.24,

4,% 'n Asimptotiese verdeling vir |‘Jl i V/

Aangesien die h-de moment van lI-Zij‘ (4.2.4) dieselfde

is as die van lI—LI (2.2.4), word die asimptotiese verdeling

van lI—Zij| ook gegee in stelling 2.3.2.

Stelling 4.3.1

Indien Ah«,w(z,mh) (h=1,--,q) en B~W(Z,n,8), © van rang
p, word die asimptotiese verdeling van llhth| gegee deur

2

4.3.1 P(-pZ,m loglT, | < 2*) = Eao® (g, <2)P(K) + esp(-6/2)

ZkZK(P(x%k+2iz)-P(x§kiz))wlkCK(G/Z)/kl + O(m_2)

waar z'= z—thpmhlog(mh/2)+ppmiog(m/2), m=L,m, ,
p=1+(n(n-p-1)/m ~(I,(1/m )~1/m)(2p%+3p-1)/6)/( (p+1)(a-1)+2n),

wlkz(—l/p)((l~p+n/m)k + (ZjKJ2 ZJVJJ)/m); —P(Q-l)(P+l)/2 +

np +2k, P(k) = esp(m9/2)(sp@)k/k5ﬂ
Bewys. .
Leat W =((n/2)"/2/| |, (m,/2)P0 )| [, 1, |"/2 en
M = -2logVW. Volgens 4.2.,3 kan die karakteristieke funksie

van pM geskrywe word

4,%.2 ¢pM(t) = E(W“2itp) - ((m/2)mp/2/TTkmh/2)pmh/2)—2itp

E|| ‘L | 2itp)mh/2

=/‘.oo
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= (T,((m+n)/2) \Fp(mh(l—2itp)/2)/Tp(m(l~2itp)/2 +n/2)

TTka(mh/Z))esp(—9/2)lFl((m+n)/2;m(1—2itp)/2 +n/2¢ 6/2)

= esp(~6/2)7, 5, [ ((m/2)"/2/[|(m, /2)PPn/2)~21 80

Pp((m+n)/2,K)TTgPp(mh(1—2itp)/2)/Tp(m(l—2itp)/2 +n/2,K)TT;

ro(my/2)Icy(e/2)/kt

Die term tussen vierkante hakies is nou van die vorm 2.3.1 met
Xy = mh/2, x = n/2, Vj = (1-3)/2, Yy = n/2 +Kj‘ Vervang dus
_2)

die term met 2.3.2 en ignoreer O(m . Die karakteristieke

funksie word nou
4,3.3 O(t) = esp(-6/2)% Ty y(l—Zit)— k/2(1+le(t))CK(G/2)/kl

+ O(m”2).
Volgens 2.3%.3 is
4,3,4 f

il

o = 220(a-1) (1=(1-3))+2(n/2 +K))

p(g-1)(p+1)/2 +np+2k

-1

en volgens 2.3.4 is le(t) = wlk((l—Zit) ~1). Die subskrip

k word gebruik om die k-de term aan te dui. Volgens 2.3.6 is
4.3.5 Wy = (--1/2'p)((1‘-—p)1“.K + n(p(n-p-1)/2 +2k)/m +

2(ZjK32—ZJF )/m - p(z,( 1/mh)—1/m)(2p2+3p-1)/125.

Kies p sodanig dat wlozo, d.,i.
4,3.6 p =1+ (n( n—pm, )/m - (Z (l/m l/m)(2p2+3pél)/6)/(2n+

(p+1)(a-1)).
@y kan derhalwe geskrywe word

£.3.7 w.. = (=1/p)((1-ptn/m)k + (L.K.2

37d
Omdat ZKCK(G/Z) = (sp9/2)kren deur esp(—9/2)(sp9/2)k = P(k)

1k ~E.K3)/m).

te stel, kan 4.3.3 geskrywe word

4,%3.8 O(t)/ ..l
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4.3.8 O(t) = Zk(l—Zit)_fk/2P(k) + esp(@/z)zsz((1-2it)”(fk+2)/2

-(1-2it)"fk/2)w (8/2)/kt + o(m'z);

1x%%
Deur nou die inverse van 4.3.8 te neem, volg

P(oM<z) = P(-2ploghi<z) = P(-ppmlog(m/2) + thmhplog(mh/2)

il

- en,m loglL, | < z) = P(-pn,m loglL, | ¢ 27)

2
ZkP(xfkiz)P(k) + eSp(-@/Z)ZkZlek

(P<x§k+zgz>-P<x§kgz>>cK<e/2>/kz + 0(m™%)

waar z° gegee word in die stelling. Dit voltooil die bewys.

Indien 6 van rang r{p is, word € in 4.3.1 vervang deur
@r, Deur g=1 te neem in 4.3.1 word die resultaat 2.3.10 ver-
kry.

Stelling 4.3.2

Indien AHNJW(Zl,mh) (h=1,--,q) en B~W(Zz,n) word die

asimptotise verdeling van \lh\th_gegee deur

£.3.9 P(-pr,mloglL, | ¢ 2*) = P(x5z) + 0(n™?)

waar p = 1 + (n-p-1)/2m + 2d/mp - (2p2+3p—1)(2h(l/mh)—l/m)/12n,

1

d = ‘21—122‘m/ZZkZKk(m/Z)KCK(I~Zl— £2)k! en f = np +p(gq-1)(p+l)/2.

z" word gegee in die vorige stelling.
Bewys.

Uit 4.2.9 volg dat die karakteristieke funksie van' oM
(sien bewys van stelling 4.3.1 vir definisie van M) geskrywe

kan word as

1

43,20 0(t) = 57002128, 2, (m/2) gy (£ £)C, (1-2, 180 ) /it

waar
43,01 () = ((0/2)"/2/1], (m, /2)P™/2)=2100r (n/2)

llhrp(mh(1—2itp>/2>/rp(m(1-2itp>/2)TThrp(mh/2>

en

4,3,12 g2(t)/vf;.
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Tabel 3,

VERGELYKING VAN EKSAKTE WAARDES EN CHI-KWADRAAT BENADERING

VAN DIE ONDERSKEIDINGSVERMO¢Y~FUNKSIE VAN JL\ VIR p=2 EN n=10.

m 50 100 __INF

, Exact e Exact «® Exact ¥

2 0.0874 0.0841 0.091% 0.0904 0.0961 0.0956
6 .1910 .1808 .2092 . 2063 .2319 . 2293
10° .3208 .5053%  .3574 5532 .4019 .3970
16 .H257 .5158 .H8%hH L5813 .6483 .6415

28 .828% 8472 8797 .8853 .9240 .9200
40 .9545 .9712 9765 .9805 .9828 .9889

Tabel 4

VERGELYKING VAN EKSAKTE WAARDES, CHI-VWADRAAT BENADERING,

GAMMA-BENADERING EN JACOBI-REEKS BENADFRING VAN DIE ONDERSKEI-

DINGSVERMO€~FUNKSIE VAN \L\ VIR p=2 EN n=4.

m=50 Exact  y2 Gamma _ Jacobi

2 0.1209 0.1196 0.1212 0.1201

10 .5225 .5201 .H033 . 5017
m=100

2 L1277 .1254 .1261 .1244

10 .5545 .5539 «5469 .5388

Stelling 2.3.2

Indien A~W(Z,m) en B~W(Z,n,8), © van rang p, dan
word die asimptotiese verdeling van lI—L‘ gegee deur

2.3.34 P(-alog|i-Ll¢z) = P(x5¢z) + 0(n™)

waar a=n+(m-p-1)/2 + 2d4/p, d = sp(8/2) en f = mp.

Bewys.
Stel V = |I—L|n/2 en M = -2logV, Die karakteristieke

funksie van pM word dan volgens 2.2.4 gegee deur

2.3.35 ¢pM(t»/..,
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£.3.12 gy(t) = rp(m(l-zitp)/z,x)rp((m+n)/2,K)/(rp(m/2,K)

rp(m(l-zitp)/z +n/2,K).

Die voorskrifte 4.3.11 en 4.%3.12 is in die vorm 2.3.1. 'n
Vergelyking van 4.3.11 met 2.3.,1 toon dat x, = mh/2, vj=(l~j)/2,

szo. Die funksie gl(t) kan derhalwe geskrywe word

g (t) = (152it)”fl/2(1 ¢ oo ((1-2i6)"121)) + o(m™?)

1%
met £1=p(q-1)(p+1)/2 en wy =(~1/2p)((1-p)f1~p(Z,(1/my)-1/m)

(2p2+3p—l)/12), Dit blyk dat gl(t) onafhanklik is van k.
'n Vergelyking van 4.3%.12 met 2.3.,1 toon dat x=m/o, Yj=n/2;

_vjz(l%j)/2 +Kj’ Die funksie gz(t) kan derhalwe geskrywe word

g,(t) = (1-2i6)"72/2(1 4w ((1-218)7-1)) + o(u™?)

net f,=np en w12:(~l/2p)((1~p)f2 + n(npﬂp2+4k-p)/2m). Dit
blyk dat gz(t) afhanklik is van k., Deur nou die produk

gl(t)gz(t) van die twee funksies te neem en orde terme O(m‘z)

te ignoreer, word die volgende vekrys

2

4305 g (D)ey(t) = (1-216)"72(1 4wy,

((1-2i%)"%=1)) + O(m™

waar

£3.14 £ = f+f, = no+p(g~1)(p+l)/2

en

£.3.15 @y = @405

(-1/20)((1-p)f + n(np-p“+4k-p)/2m - p(Z,(1/m,)

i

~1/m)(2p°+3p-1)/12.
Na substitusie van 4.%.13 in 4.3.10 volg
1,316 0(t) = (1-2i8)" /2 4+ ((1-2i)~(E+2)/2 (1 5, 4)=1/2)
- ) - -
|z, lzglm/ zsz(m/z)lech(I~zl Le.)/kt + O(m 2).
Kies p sodanig dat w; ;=0 (d enige heslgetal), d.i,
4,3.17 p =1+ (n-p-1)/2m + 2d/mp - (2p2+3p~l)(2h(l/mh—l/m)/12n.

Oy kan nou geskrywe word

4,%,18 wlk/ cee
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4.3.18 Wy, = n(d-k)/mp.

Dit blyk dus dat, indien

— .
4‘03 o19 d = ‘21_122 ‘m/2zkzyk(m/2)KCF( I"‘Zl 22 )/k.,

die tweede term in 4.3.16 nul is. Die karakteristieke funk-
sie kan derhalwe geskrywe word
4,3.20 O(t) = (1~-Zit)"f/2 + O(m—z)

indien p gekies word soos gegee in 4.3.17. Deur nou die in-

verse van 4,3.20 te neem, volg die stelling.

4.4 Die nie-sentrale mecerveranderlike dirichlet-verdeling

van die tweede soort.

Stelling 4.4.1

Tndien Ajmuw(l,mj) (j=1,--,q) en B~%(I,n,0), © van rang

P, word die gesamentlike verdelingsfunksie van Vl’ V2, - Vq

gegee deur

441 £V, V) = O ((men)/2)/0 (n/2) [T (ny/2))esn(-0/2)

v 1522 gy |7(240)72 5 (mem) /2
n/2 : e(1+zjvj)"l/2), vj>o}

Bewys.

Die gesamentlike verdeling van Al’ A2, — Aq en B is

£y ,==s8g,B) = (1/T (/)17 (my/2)) 21| =) 2egy(o/2)

e

1, 14,1 (mympL)/2 5| (2-2-L)/2 g (5.2,48)/2) )y (n/2 ;

eB/4).

Last V, = B“l/ZAjB‘l/Z, I(ag>V5) = 1| (P+1)/2 pyg
J('Al,——,Aq—>Vl,—

delirgsfunksie van Vl’ —— Vq en B werd derhalwe gegee deur

—,Vq) = ‘B|q(p+l)/2° Die gesamentlike ver-

4.4,2 f(V,——,Vd,B)/ .e.
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4.4.2 f(Vl7““:Vqu) = (l/rp(n/z)TTjrp(mj/Q))‘21\~<m+n)/2

esp(—e/z)Tlevjl(mj”P"l)/lel(n‘P"l)/zesp(-(zjvj+I)B/2)

OFl(n/2 ; ©B/2), m:ijjo

Integrasie na B met béhulp van 1.3.4 lewer die stelling.
Die verdeling 4.4.1 word geklassifiseer as 'n nie-sen-
trale meerveranderlike dirichlet~verdeling van die tweede soort,

deios Vi, -—, Vd\/D2(m1/2,~—,mq/2,n/2,9/2).

1’ ‘
Indien =0, d.i., die sentrale geval, word die verdeling
(0Olkin en Rubin (1964))

DZ(Vl’"*’Vq y ml/zs“"qu/25n/2 = [ ((m+n /2 /(T (n/2 TT

£t /20T |, | (337000 2 gy |=(mem) /2

Uit 4.4.1 volg dat

4.4.3 ,IVE;@[TTj!le(mj‘P“l)/2|I+zjvj|"(m+n)/ch(e(I+zjvj)"1/2)

|| .av.
3]

= T, (/2,0 | 15T (m,/2) /(T ((m+n)/2,8))0, (0/2).

Dus

b4, 4 ETlevjlhj =T (n/2 ~h TTJ o /2 +hy /(r (n/2)

TTjrp<mj/2>)esp<—e/2>lF1<n/2 -h ; n/2 36/2),
h=% .h. en

4,4,5 E‘I+ZjVj\-h = Tp(n/2 +h)Fp((m+n)/2)/(Tp(n/2)Fp((m+n)/2 fh))

eér(.ev;)2£é(n/2'+h,(m+n)/2 ;‘(mfn)/Z +h,n/2 ; 6/2).

Laasgenoemde resultaoat is dieselfde as die van 3.2.9.
Sutstitueer in 4.4.3
-1/2 -1/2 -1
V. = (I-Z.L. A I-Z.L. I+3.V. = (I-X.1L.
J ( JLJ) LJ( J J) ’ J ( J J)
Die jakobiaan van die transformasie is |

N _ -(p+1)(a+l)/2
J(Vyy==y V> Ly, ==, L) = Iquijl

wat as volg/ ...
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wat as volg bewys kan word: (Sien Anderson (1958), bls. 162)

J :la(vl7"9vq)

B(le“‘qu)
Dl(Ll,-_,Lq s /2 ~=mg /2,n/2)
B 2(V1’ Vq ; 1/2 “‘9m /2 n/2)

1‘ |L | (my-p-1 /2‘1 £ L, | (n-p-1 1)/2

TleVji(mj~p~l /2lI+Zjle~(m+n)/2

k-1

|13 .1, |~(Pr1)(a+1)/2.

J J
Aangesien O<LJ<I (j=l,--,q) kan 4.4.3 geskrywe word as
446 [-I0 7). le\(mj“p'l)/zlI-szjl(n"p‘l)/2 (8(1-2,L,)/2)
O —a——.
B | |deLj
= T,(n/2,8) || T (m/2) /(T ((m+n)/2))Cp(6/2)

Afleiding 4.4.1

Indien AJA»W(I m.) (j=1,--,9) en B~W(I,n,s), © diago-

naal en van rang r<p, word die gesamentlike verdelingsfunksie

van Vl, ~— Vq gegee deur
46T £(Vy,==,V) = T ((mm)/2)/(T (/)] ] [T (m,/2) Jesp(-0,/2)
Tlevj!<mj“p"1)/2|I+zjvjl“(m+n)/21F1<<m+n)/2 ;
n/2 5 e (T4 ,)71/2)
waar Ny 5 = Nll-N12(1+N22)—1N21, N;; van orde r, onder die
opsplitsing |
N =( N11’N12) =('ZjV113 ZjVIZj) .
Wy Na2 2iVa13 23005
Beuys.

Die bewys is soortgelyk as die van 3.2,2,
Die verdeling is 'n nie-sentrale meerveranderlike dirich-
let-verdeling van die tweede soort van rang r, d.i.

Vls i) Vq““Dz(ml/Zy"qu/Zyn/279r/2)'

indien/ ...
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indien 6 van rang r is. Indien r=l, d.i. die linere geval,
is die verdeling

D2( Vl’—-’vq ) m1/2””9mq/29n/27}\/2)
- Tp((m+ﬁ)/2)/(Pp(n/z)TTjrp(mj/z))e—h/2TTj‘Vj\(mj—p—l)/2

~(m+n)/2 : . . -1
l1+zjvj\ (men)/ 1Fy ((men)/2 3 n/2 ; Ml+n; ,)77/2), 6,=A,
soos gedefinieer deur Troskie (1966) .

Die h~de moment van \\j\Vj\ kan sondermeer uit 4.4.4 her-

" Jei word indien © van rang r<p is, en is naamlik

4.4.8 ETlevjlh =T (n/2 -h)\\ r (m /2 +h /(r (n/2)

[15r (ms/2))esp(-0,/2) F) (/2 =h 5 n/2 5 8,/2)

= T(n/2 -m) || T (m /2 +0)) /(T (n/2)

157 /20 esp(-0,/2), Fy (/2 - n/2 ; 0,/2)

Y

N

o pey [T((nmi41) /2 )| [T ,=141)/2 +h,)/

<r<<n~i+1>/2>TT.r<<m.—i+1>/2>>

Ell.y.."3

_— —p — .
= \ \M ‘h H1 r+l J ijh

waar My, --, qu«D2(ml/2,——,mq/2,n/2,9r/2) (Mj van orde r)
en yil,——,yiqw4D2((ml¢i+1)/2,«-,(mq—i+l)/2,(n—i+l)/2).

Laasgenvenmde resultéat volg as gevolg van die feit

T'((n-i+1)/2 +h)TTjT((mj~i+l)/2 +hj)/(T((n—i+l)/2)TTjT((mj—i+l)/2))

. h' 9 . .
= f" s "[‘l -yi' J DZ(yil""yiq b (ml"1+l)/23-"9(mq’1+l)/2)

(n=i+1)/2) || 5955

4.5 Die verdeling/ ...



~90~

4.5 Die verdeling van 3§=1SPV1-

Stelling 4.5.1

Indien A3~W(E,ms) (j=1,--,a) en BAW(Z,n,8), © van rang

P, word die verdelingsfunksie van stij = P gegee deur
A.5. =T Y r - - .
4.5.1 f(P) p((m+n)/2)/( p(n/z)r(mp/z))esp( 9/2)zszszJz6

g7 % 1) (0/2) ;((mem) /2) 50, (0/2)04 (1)

((mp/2) (n/2)5Cp(T)k131)™, B0,

q
Zj:lmj’

-

waar n=

Bewys.

Aangesien spV. invariant is ten opsigte van die trans-
/ .
formasies Aj4>21/2A321/2 en B>1Y 282 peskou £eI.

Volgens 4.4.2 kan die laplace-getransformeerde funksie geskry-

we word

E(esp(—thVj))

It

g(t)

il

eSp(~0/2)(l/(Tp(n/Z)TTij(mj/Z)|21p|+(m+n)/2))fv336f

[0l |51y (Bg7P1)/2 g (men=p=1)/2¢ oy

1 iy e I
esp(—(§B+tI)ZjVj)OPl(n/2 : 93/4)dB||jde.
Integreer agtereenvolgens na Vl’ V2, —— Vq met behulp van
1.7.2. Dus

&%) - esp<~e/2>/<rp<n/2>léI\<m+n>/2>fB>oesp<-B/z>|Bl<m+n-P-1>/2

]%B+t1l"m/20Fl(n/2 ; 6B/4)dB.
Volgens 1.2,11 1is
1 N-m/2 L -np/2.®
5B+t1| = & zjzon(-B/2t)

en deur nou term-vir-term na B te integreer volgens 3%.4.1,

volg

4,5,2 g(t):/ cos
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4.5.2 g(t) = Tp((m+n)/2)esp(-9/2)/(rp(1’1/2))ZkZKZjZJzégK?_J

/2 D) /2) 5 (mem) /2) 40, (072004 (1)
((0/2)yC(1)x131) ™,

Dit is dieselfde funksie soos gegee in 3.4.6. Deur dus die
Laplace~inverse te neem,‘ volg die stelling,
Die volgende gevolgtrekking kan derhalwe gemaak word in-

dien 4.,5.1 met 344.3‘vergelyk word
As f(spV,) = Tp((mi+n)/2)/(rp(n/Q)T(mip/Q))esp(_g/z)zszzszzé
g5 (507" 2 T3 L(1)(m, /2) ((wem) /2),C,(0/2)

Cs(15)/((n/2)y(m;p/2) Cp (T )k1]L),
dan is

| f(ZgzlSpVi) = Tp((m+n)/2)/(Tp(n/2)T(mp/2))eSp(—G/Z)ZkZKZjZJ26

gK?J(SpZ%=lVi)mp/2 +j_l(“-l)j(m/Q)J((m+n)/2)(S

Ce(/2)Cs(1)/((n/2)(mp/2) sCo(T Nkijt)

waar m:Zg m. .
1=1""1
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B FKomplekse veranderlikes,

HOOFSTUK V,

DIE KOMPLEKSE NIE-SENTRALE MEERVERANDERLIKE BETA-VHRDELING

VAN DIE EERSTE SOORT,

5.1 Inleiding.

| In hierdie hoofstuk word soortgelyk as in hoofstuk II te
werk gegaan behalwe dat alle veranderlikes nou aé kompleksé
veranderlikes beskou word.

Beskou dus die statistiek

L = (4+B)"/24(a4p)"1/2
waar L = LR + iLI, d.i. I is 'n komplekse veranderlike met
re¢le deel Ly en imaginére deel L. Omdat A en B as konmplekse
Wishart-veranderlikes beskou word (sien paragraaf 1.3), be-
teken dit dat L Hermities positief definiet is. Derhaiwe is

L =L' waar L = L, ~ iL; die toegevoegde van L is en I; 'n

R I
skeef-simmetriese matriks is. Die diagonaal elemente van L
(of Lr) is positief. Dit word verder veronderstel dat indien
- A+B = 8S', dan is (A+B)l/2 = S waar S onderdriehoekig is met

re¢el, >0, j=l,--,p en s.. = S;.p = is..-. Dit word ook

S.. .
J3J J ijR i3I

veronderstel dat
(a+B)"Y 2a((a+3)"2)1 = (nam)™Y 2n(a4m)"Y/ 2,
Die verdeling van L word ih hierdie hoofstuk ondersoek
in die volgende gevalle,
(i) A~CW(Z,m) en B~CW(Z,n,Q)
(ii) A~~CW(Z,m,8) en B~CY(Z,n)
(1iii) A~~CYW(Z;:,m) en B~CW(Zz,m).
In paragraaf 5.2 wqrd die verdeling van I afgelel in elk van
die drie gevalle en waar die nie-sentrale parameter @ as van
rang r<p beskou word. Asimptotiese verdelings vir |Ll en

|1-L] word in elk van die drie gevalle gevind in 5.3 en in

5.4 word/ ...
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5.4 word dic verdeling van die grootste karakteristieke wortel
van L gedefinieer, In 5.5 word aangetoon dat indien r<p,
die verdeling van L geskrywe kan word as die produk van onaf-

hanklike beta-verdelings van die eerste soort.

5.2 Die verdeling van L.

Stelling 5.2.1

Indien A~CW(Z,m) en B~CW(Z,n,8), © van rang p, word

die verdelingsfunksie van L gegee deur

5.2.1 €By(L ; m,n,0) = (1/Fp(m)fp(n))|ZI'(m+n)esp(-g)|L|m‘P

\I—Lln"BfT:T,>Oesp(-Z-lT)|T|m+n—pOFl(n ;

or~111/2(1-1) 1t/ 2)ar, o¢L-T'<I.
Bewys.,
Stel T = T /24172 | ¢ _ a4B, in die gesamentlike

'verdeling van A en B ( sien 1.%3.5 en 1.3.7). Die jakobiaan
~van die transformasie kan maklik aangetoon word as (sien
¥hatri (1965)) |
J(A,B>1,T) = |T|P,

Integrasie na T lewer die stelling. Na analogie van die
verdeling in die reé¢le geval, ié hierdie verdeling 'n kom-
plekse nie-sentrale meerveranderlike beta-verdeling van ‘die
eerste soort van volle rang, -

Met behulp van die integraal (sien 6.2.4 vir die bewys

van die integraal)

5.2.1 f5ILI*P 11| PP G (R(1-1))aL
= Fp(a)Fp(b,K)CK(R)/Fp(a+b,K)
en die integraal 1.3.8 volg uit 5.2.1 dat
5.2,2 E|LI® = Tb(m+h)Tp(m+n)/(T§(m)rp(m+n+h))esp(-@)
l?l(m+n‘;'m+n+h ; @)

en / .;.



5.é.3 Bl1-L|P = Tp(n+h)Tb(m+n)/(Tp(n)Tb(m+n+h))esp(—g)

2Eﬁmnmﬂ1;mmﬂun;9)

Afleiding 5.2.1

Indien A~CW(I,m) en B~CW(I,n,8), © diagonaal en van

rang r<p, word die verdelingsfunksie van L gegee deur

5.2.4 CB(L ; myn,6 ) = Tb(n+m)/(rb(m)f§(n)fr(m+n))eSp(~9r)

L Pl 1-L| "B =, qesp(-T, )| T, |™07T
T,,=T},>0 1171111

= . 1/2 1/2

ofp(n 5 6,77 (111 )Ty, 77 7)dT,,  OKIKT.

Bewys.,

Indien 6 = ¥~ 1

MM', soos gedefinieer in 1.3.7, van rang
r<p is, Dbestaan 'n nie-singuliere F sodanig dat FLF' = I en

MM = (Gr O) . Die Wishart-verdelings soos beskou in stel-
0 0O

ling 5.2.1 kan derhalwe na kanoniese vorme getransformeer
word met behulp van die transformasies A= F'AF en B> F'BF,
d.i. die'verdelings soos dit beskou word in hierdie afleidiﬁé.
" Die vefdeling van L is nie invariant ten opsigte van hierdie
transformasies nie terwyl |L‘ en ‘I—L‘ wel is. TLaat

T=,T 0 en I = L L12 sodanig dat Tll en Lll van

11 ) ( 11

Toy Top Loy Lop

van orde r is. Onder bogenoemde voorwaardes kan 5.2.1 dus

geskrywe‘word

5.2.5 CBy(L ; m,n,0.) = (1/T (m)T (n))esp(-6 ) |L|" P|1-L|"7P

. _ NHN-D = /. . 1/2, - L 1/2
Jpypesp(=1) I T oFp(n 5 6,1y, 7 “(I-Ly7)Ty, 7" %
aT.
Omdat IT>Oesp(-T)1T|m+n‘PdT21dT22
o= — . m+n-r _
= T (mn) /(T (men)) [T, | esp(~Ty,)

g

volg/ ...
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volg die afleiding. Die verdeling 5.2.4 is 'n komplekse nie-
sentrale meerveranderlike beta-verdeling van die eerste soort
van rang r.

Deur gebruik te maak van 1.2,10 kan die volgende momente
uit 5.2.2 en 5.2.3 respektiewelik herlei word indien 6 van

rang r 1is.
5.2.6 E|L|P - fb(ﬁ+h)fb(m+n)/(fb(m)fb(m+n+h))esp(—@r)

l?&(m+n ; m+n+h } 6.)

en

5.2.7 EII-LI" = T (men)F (n+0)/(F,(n)F, (mensh) Jesp(-0,)

2?2(m+n,n+h ; minth,n 5 6 ).

Stelling 5,2.2

Indien A~CW(I,m,8) en B~CW(Z,n), 6 van rang p, word

die verdelingsfunksie van L gegee deur

5.2.8 CB(L ; m,n,e)'= (1/F§(m)Fp(n))|z1-(m+n)esp(_g)

[ L|# P 11| 77P [, jesp(-z7 )| p| P
oF (] or~ 11t/ 21/ 2y41,  oc1cI.

Beuys.
Die bewys is soortgelyk as die van stelling 5.2.1.

Die verdeling is ook 'n konmplekse nie-sentrale meerverander-

like beta-verdeling van die eerste soort van volle rané.

Die integraal 5.2.1 kan ook geskrywe word
= Iy 1o-p a~px
5.2.9 [5IL] PP 1-L{#7PT,(RL)aL
= rp(bgK)Tp(a)/Fp(a+b,K) CK(R),
dus, uit 5.2.8

5.2.10 E|L|P = T, (mh)T (men) /(T ()T (men+h) Jesp(-6)

2?2(m+n,m+h ; m,m+n+h ; 6),

-

5.2.11/ ...
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5.2.11 ElI—L|h = Tﬁ(n+h)f§(m+n)/(f§(n)fb(m+n+h))esp(-@)

l?&(m+n , m+n+h ; 9).

Afleiding 5.2.2

Indien A~CW(I,m,8) en B~CW(I,n), © diagonaal en van

rang r<p, word die verdelingsfunksie van L gegeec deur

5.2.12 0B (L 5 m,n,8,) = T (men)/(F,(w)F, ()T (men) Jesp(-e_)
‘L|m_p | I—L‘n—p‘lel>OeSp(-Tll) l Tll lm+r.1-r

1/2
11

L. .7 1/2

of(m 5 6.T 1177777 7)dT, .

Bewys.

Die bewys is soortgelyk as die van afleiding 5.2.1.
Die verdeling is 'n komplekse nie-sentrale meerveranderlike
beta=verdeling van die eerste soort van rang r.

In hierdie geval is
5.2.1% E‘Llh.= Fp(m+n)fp(m+h)/(fb(m)fﬁ(m+n+h))esp(—@r)
2Fz(m+n,m+h , m,m+n+h | Qr)
en
é.é.l4 ElI—Lih = fb(n+h)f§(m+n)/(fb(n)fb(m+n+h))esp(—@r)
l?&(m+n ; m+n+h ; 6.)

Stelling 5.2.3

Indien A~ CW(Z,,m) en B~CW(Iz,n) word die verdelingsfunk-

sie van L gegeec deur

5.2.15 (L) = (l/fﬁ(m)fp(n))\zll"mlzzl"nlle"plI-Lln"p

fT>Oesp(-Zz~lT)IT|m+n-poﬁb(—T1/2(21—1-22-1)?;/2L)

aT.

Bewys.

Die bewys is voer die hand liggend nz aanleiding van die

bewys van 2.2.22. Die verdeling word ook geklassifiseer as

'n komplekse/ ...
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'n komplekse nie-sentrale meerveranderlike beta-verdeling van
die eerste soort.

In hierdie geval is

5.2.16 E|L|" = fﬁ(m+n)f§(m+h)/(T§(m)fb(m+n+h))|21-122|m

-1

2?&(m+n,m+h ; m+n+h ; I-5; ~%5)

en

5.2.17 ElI-LIh = fb(m+n)fb(n+h)/(fb(n)f§(m+n+h))|21—122im .

-1

2Fl(m,m+n sy m4n+h 5 I=%; " Zz)

Deur h=0 te neem in enige van hierdie momente, volg die re-

sultaat 1.,2,21, naamlik

1Folm 5 1-8) = [s]7™,

53 Asimptotiese verdelings vir |L| en |I-L

Stelling 5.%.1

Indien A~CW(Z,m) en B~CW(Z,n,8), 6 van rang <P,

word die asimptotiese verdeling van |L| gegee deur

5.3.1 P(-alogl|L] ¢ z) = Zk:OP(xfkiZ)P(k) + esp(=6, )z, Ty,

<P<x§k+2gz>-1v<x§kgz>>6K<@r>/k'. + 0(m™?)

waar a=2pm, p=1 + (n-p)/2n, fk=2(np+k), P(k) = esp(—Qr)(spQr)k/kl
2 .
en wy,= (=1/p)((1-p+(2n+1)/2m)k + (ZjKj —ZZjKjg)/Zm-

Bewys.
Stel ¥ = |L|™ en M = -2logW. Die karakteristieke funk—

sie van oM kan dus uit 5.2.2 geskrywe word as

_ ~2itom
5.3.2 0 (t) = E|1|

fb(m(l—2itp))Tb(m+n)/(fb(m)fb(m(1-2itp) +n))

esp(—Q)ZkZK[m+n]K§k(9)/([m(l—2itp) +n]Kkl)

=/ ...
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= esp(-Q)ZkZK[fb(m+n,K)fb(m(1—2itp))/(Fb(m)

fb(m(l-zitp) +n,K)]6k(@)/k!.

Die term tussen vierkante hakies kan in die vorm 2.2.7 geskry-
we word met x = m, Vj = 1-3 en Yj =n + Kj' Deur nou soort-
gelyk as in die bewys van stelling 2.3.1 te werk te gaan,

volg die stelling vir die geval & van rang p. Die waarde van

p is gevind deur in
.5.3.3 Wiy = (--1/p)((1-—p)fk + n(p(n-p)+2k)/m + (Zjsz—Zjij)/m%

W;o=0 te stel en vir p op te los. Om aan te toon dat die
stelling ook geld indien © van rang r<p is, 1is dit slegs no-
dig om van 1.2.10 gebruik te maak. Dit dien net daarop gé—
let te word dat

ZKEK(Q) = (sp@)k.

Stelling 5.3.2

Indien A~ CW(Z,m) en B~CW(Z,n,8), 6 van rang <D,
word die asimptotiese verdeling van ‘I~L| gegec deur
2 =2
5.3.4 P(~alog|I~L| < 2) = P(xfiz) + 0(n™ %)
waar a = 2n + m - p + 2d/p, £ = 2mp en 4 = Spe._..

Bewys.
Stel V= |[I-L|™ en M = ~210gV. Uit 5.2.3 volg die karak-

teristieke funksie van pM as

EII—L\_Qitpn

5.3.5 0 (t)

it

esp(-@)ZkZK[fé(m+n,K)fp(n(l—2itp),K)/(Tb(n.K)

fb(n(l—2itp) + m,K)]Ek(Q)/kL .

Die term tussen vierkante hakies is van die vorm 2.3.7 met

X = n, Vj = l--j+I<’j en Yj = m. Derhalwe is f = 2mp en

5¢3.6 Wy = (-1/2p)(mp(m-p)/n + 2km/n + (1-p)f).

Stel/ ...
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Stel wy ;=0 (d enige heelgetal) en los op vir p. Dus

5.3.7 p=1+@-p)/2n + d/np.

W1 kan derhalwe geskrywe word

5.3.8 wy, = 2m(d-k)/a

waar a = 2pn. Pas nou die prosedure soos in die bewys van-
2.3.2 op 5.3.5 toe en die stelling is bewys vir die geval ©
van rang ‘p. Indien © van rang r<p is, volg die stelling son-
derneer.

Die geval A~CW(Z,m,8) en B~CW(Z,n) lewer soortgelyke
resulatate as voorgaande. m en n word net deurgaans omgeruil
(sien 5.2.10 en 5.2.11).

Stelling 5.3.3

Indien A~.CW(Z,,m) en B~.CW(Z2,n) word die asimptotiese

verdeling van lL| gegee deur

5.3.9 P(-aloglLl < z) = P(x%z) + (B(x2, ,¢2)-P(x%z)) |55 15s P

3 (m] CV(I -Ty g)/ki + o(m"z)

k F 1k
waar a = 2mp, £ = 2np, p = 1 + (n-p)/2n, Wiy = (=1/2p)(np(n-p)/m
+ 2kn/m + (1-p)f).

Bewys.
Laat W = |L|™ en M = -21o0g¥. Volgens 5.2.16 word die

karakteristieke funksie van pM gegee deur

5.3.10 ¢ w(t) = I 122\mzsz[mJK[fb(m+n,K)fb<m(1-2itp),K)/

(fﬁ(m,K)Tﬁ(m(l—Zitp) + n,K))]Ck(Q)/k!.

Die term tussen vierkante hakies is van die vorm 2.3.7 met

X =m, V., = l--j+Kj en v = n. Dus f = 2np en

5.3.11 wy, = (~/2p)(np(n-p)/m + 2kn/m + (l-p)f).

Laat w5 = O en los op vir p, d.i. p =1 + (n-p)/2m.

Pas die prosedure -soos in die bewys van stelling 2.3.5 op

5.3.10 toe/ cee



~100~

5.3.10 toe en die stelling volg.
Stelling 5.%.4

Indien A~CW(Z1,m) en B~CW(Zz,n) word die asimptotiese
verdeling van lI-LI gegee deur
-1 m 2 = -1
5.3.12 P(-alog|I-L| ¢ 2) = |27 5% 5 P(x2 <2)[nl.0B (I-21 %2Yk!
= kK fk— K"K

-1

m 2 2
T s ZkZK(P(ka+Ziz)—P(xfkgz))[m]lek

Cp(I-2:7122) /kt + 0(n™?)
waar a = 2np, o = 1 + (m-p)/2n, f,, = 2(mp+k),

Wy = (=1/p)((1~p+n/n)k + (Zjsz—ZZjij+k)/n).

Bewys,
Onder die substitusie V = |I-L|®, M = -2logV, volg uit

5.2.17 dat die karakteristieke funksie van oM gegee word deur

d(t) = Bf1-p|~FLben

"Zl~122‘mZkZK[m]K[fb(m+n,K)Fb(n(l-2itp))/(fb(n)

T, (n(1-2itp) + m,K)]T,(1-5, 152 ) k1,
Dus x = n, vj = 1-j en Yj =n + Kj' £ = 2(mp+k) en
- _ 2 .
wlk - (“l/p)((l‘p)fk + m(p(m"p)+2k)/n + (ZJI{J ‘2ZJKJJ)/n)-
Stel wlO:O en los op vir p. Vervang die term in vierkante

hakies deur 2.3.2 en neem die inverse.

5.4 Die verdeling van die grootste karakteristieke wortel

van L.

Die gesamentlike verdeling van die karakteristieke wor—
tels van L sal eers gedefinieer word waaruit die verdeling
van die grootste karakteristieke wortel herlei kan word,

Stelling 5.4.1

Indien A~CW(Z,nZ en B~CVW(Z,n,8), 6 van rang p, word
die gesamentlike verdelingsfunksie van die karakteristieke

wortels 1., 1oy == lp (l<ll<——<lp<0) van L gegee deur

5.4.1/ ...'
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5.4.1 £(a) = nv®-1%b<m+n>/<f§<p>fb<m>f§<n)>esp<_@>|A|m~p

| T-p| 2P &b(A)lFl(m+n , ny 6,I-A)

waar A = diag(ll,——,lp) en ap(A) = ||i<j(li-l.

2
J) ’

Bewzs.

Daar bestaan 'n unitére matriks U sodanig dat
U'LU = A (& reéei).
Die differensiaal 4L is (James (1964))
dL = Eﬁ(A)dAdL.
Substitueer dus L = UAU' in 5.2.1 en integreer na U 'n ele-
ment van die unité@re groep U(p) deur gebruik te maak van
1.2,18 en 1,2.19. Dus
2(0) = PP /R (0)F ()F (n)) |21~ egp(-g) | 4| 7P

| 1-a|0-P 5 (o) (=) | o|™ P T (n s ox~le 1-p)ar.

T>Oesp

Integrasie na T volgens 1.3.8 lewer die stelling.

Afleiding 5.4.1

Indien A verdeel is soos in 5.4.1 word die verdelings~
funksie van die grootste karakteristieke wortel ll gedefini-

€er as

5.4.2 (1)) = f‘p(mn)f'p(p)/(Fp(n)'f'p(mp))esp(-e)zszzszzng6

aTgT?J llmp+3+t"l(mp+t+j)[m+n]K[p—n]J[m]6/(

[n]K[m+p]6)5k(Q)§s(Ip)/(ﬁK(Ip)klj!), 0<1,<1.

Bewys.

Laat x;_; = 1i/1l’ X = diag(xl,--,xp_l) en
Xt = diag(l,xl,——,xp_l) in 5.4.1.' Die jakobiaan van die
transformasie is J(Aﬂ'll,X) = llp—l. Onder die transformasie
is.

ol = 1,P1xl,

a (8) =/ ...
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5,(4) = 11P(P"1)|I—x|25p_l(x)

]

| T-p| 0P 1Folp-n 5 8)  (1.2.21)

= ZjZJ[p-nJJaj(lle)/j!.
Omdat Ek(I—A) = Cp(I-4), want die elemente van A is redel,
kan dus ook geskrywe word (James (1964))
Cp(I-0) = ZT<KaT6T(llX1).
Die gesamentlike verdelingsfunksie van ll en X kan derhalwe

geskrywe word

5.4.5 2(1,%) = 2P (men) /(F (2)F ()T (1) )esp(-) | x| =P

2— mp+j+t-1
| 1-x| o1 (O EE 258, parly [m+nl,

[p-n1 ;T ()T, (3 )T, (10 )/( [n], Ty Ip)k;j D),

0<1,<1, OKXI.

Integreer na X, d.i. naamlik die integraal

5.4.4 félem-p]I—Xizaﬁ_l(x)ﬁj(Xl)ET(Xl)dX

_ S Iy, |m~-p 2— o

Z5r, (PP +3) T, (20T (20T (,8)85 (1,)/ (PP L)F (mep,0))

ondat

5.445 .fglxlm‘plI-X|2&b_l(x)65(xl)dX

= (@B Ty ()T (0T (,8)T (1,)/(n2 (P (map,5)).

Laasgenoemde integraal kan as volg aangétoon word:

Uit 5.2.9 volg
5.4.5 [ |LI" P (1)ar - T (m, )T (2)C (1) /F (e, )

Laat L = UAU' soos in die bewys van stelling 5.4.1 en integreer
na 1, Dus

5.4.6 fg\Aim—paﬁ(A)ﬁk(A)dA = Fp(p)fb(p)fﬁ(m,K)ak(Ip)/(np(p-l)
Fp(m'*'P’K))o

Laat/ ...
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Laat x,_; = li/ll (i=1,-~,p-1) soos hierbo, dan
S o181%7PT_(8)Ts(8)as
e U e e P @ (01 x| %e C(X*)axal,

(l/(mp+k)fllxlm“pl1 x| %5 l(X)CY(Xl)dX.

Stel hierdie oplossing gelyk aan 5.4.6 en die integraal 5.4.5
volg. Dit bewys ook die afleiding.

Indien 6 van rang r<p is, 1is die verdeling van 1, voor

1
die hand liggend.

Stelling 5.4.2

Indien A~ CW(Z,m,8) en B~~CW(Z,n), © van rang p, word
die gesamentlike verdelingsfunksie van die karakteristicke

wortels 1 12, —-— lp van L gegee deur

17

5.4.7 f(A) = np(p l)F (m+n)/(T (p)r (m)T (n))esp( 9)‘A‘m-

\I~Aln"p&p(a)lfl(m+n :m o) 9,A), O<AKI.

Bewys.
Die bewys is soortgelyk as die van stelling 5.4.1 uit
5.2'8.‘

Afleiding 5.4.2

Indien A~ CW(Z,m,®) en B~.CW(Z,n), 6 van rang p, word

die verdelingsfunksie van die grootste wortel ll gegee deur

5.4.8 f(ll) r (m+n) r /(r n)T (m+p)) esp(-e)zszzsz26

Fm+n] [p nl [m]é/([mj [m+p] 1, mp+k+j-1

(mp+k+3)C (8) 06(1 /(c (I Liv),  0<14<1.

Bewys.

Onder die substitusie x; ; = li/ll’ volg dat

220,50 = VT (men) /(F(0) ()T (n))esp(-0) | x| "P| 1-x| 2

3 (002,28 251, PP I min ], [p-n] 1T, (6)8, (3 )T (x1)

([m]KEk(Ip)ijl)_l.
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Integreer na X deur gebruik te maak van 5.4.4 en die aflei-
ding volg.

Stelling 5.4.,3

Indien A~ CW(I;,m) en BACW(Lz,n) word die gesdmentlike
verdelingsfunksie van die karakteristieke wortels van L gegee

deur
5.4.9 f(4) = np(p-l)fb(m+n)/(Fb(p)fﬁ(m)fp(n))lZl_lZz|m‘Aim“p

1

lI-Aln’P&b(A)l?b(m+n 7 I-%.7782,0) , OKACI.

BG W ! [

Sien die bewys van stelling 5.4.1.

Afleiding 5.4.3

Indien A~CW(Z;,m) en B~CW(Zz,n) word die verdelings-—

funksie van die grootste wortel van L gegee deur

5.4.10 £(1,) = fb(m+n)fp(p)/(fb(n)fb(m+p))lZl-lZglmZkZKZjZJzé

[} k+i-1 . =
gK,Jllmp+ +J (mp+k+3)[m+n]K[m}6[p-n]JC6(Ip)
Ck(I—Zl_lZe)/([m+p]66K(Ip)kle), 0<1,<1.

Bewys.

Sien die bewys van afleiding 5.4.2

5.5 Die momente van spL en sp(I-L).

Met behulp van die integrale

5.5.1 [ 18] P 1" G (8)8,(1-8)as

= T, ()T ()T, (0, )Ty (1) /(P P"IT (k)

ern

5.5.2 ‘f£|A|m-plI—A|n“p Ep(A)Ek(A)dA

= T ()T ()T (m, )T (1) /(P PDE (mim, ),

wat herlei word uit 5.4.1 en 5.4.7 respektiewelik, is dit

moontlik/ ...
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moontlik om die verwagte waardes van die sonale-polinome

5K(A) en Ek(I—A) te vind, Omdat spL = spA en sp(I-L) = sp(I-A)
word die momente van spA en sp(I-A) gevind. Die bewyse is
dieselfde as die in paragraaf 2.5 en daarom word slegs die
stellings gegee.

Stelling 5.5.1

Indien A~ CVW(Z,m) en B~CW(Z,n,®), 6 van rang r{p, is
5.5.3 EC,(I-0) = esp(—@r)ZkZKZSgKfJ[m+n]K[n]65k(@r)56(Ip)/
([m+n]6[n]K6k(Ip)kl)
en
5.5.4 Msp(I—A)<t) = esp(-o )ZkZKZJZJzégK?th[m+n]K[n]666<Ip)

Ek(gr)/([m+n]6[n]K5k(Ip)iji).

Stelling 5.5.2

Indien A~ CW(Z,m,6) en B~CW(Z,n), © van rang r¢p, is

5.5.5 EaJ(A) = eSp("Qr)ZkZKzégK?J[m+n]K[m]66k<@ )C (I /([m]F

[m+n]6§k(lp)k1)

en

(t) = esp(-6.)%, T,8 .5 %8 6Jt3[m+n]K[m]66k(Qr)

5.5.6 M K" 5528y

SpA
Ip)/([m]K[m+n]66k(Ip)k!jl).

Stelling 5.5.3

Indien A~CW(Zi,m) en B~CW(Zz,n), is

-1

5.5.7 EEJ(A) = |5, Za\m 6gY J[m+n] [mjécF(I S P P

Eé(Ip)/([m+n]66K(Ip)kl)
en

5.5.8 >MSpA(t) = ]Zl'lZglmZkZYZ LiZs8y J[m+n] [m] (Ip)

5K(I—Zl—122)/([m+n]6§k(lp)klj&).

5.6 Die/ ...



-106-

5.6 Die verdeling van I in terme van onafhanklike beta-ver-

delings van die eerste soort.

In hierdie paragraaf sal aangetoon word dat die komplek-
se nie-~sentrale meerveranderlike beta-verdeling van die eerstev
soort van rang r<p, soos gedefinieer in 5.2.4, geskrywe kan
word as 'n komplekse nie-sentrale meerveranderlike beta-ver-
deling van die eerste soort van volle rang vermenigvuldig nmet
die produk van onafhanklike eenveranderlike beta-verdelings
van die eerste soort.

Volgens 5.2.4 kan dic verdelingsfunksie van 1L geskrywve
word

5.6.1 f(L)C(esp(—@r)\le—plI—L\H—Plel>Oesp(-Tll)lTll|m+n‘r

= . 1/2 _ 1/2
oFy(n 5 0 T/ S(I-Ly1)Ty 1~/ ©)dT .
Onder die opsplitsing L =< Lll L12> , Volg
Loy Lpo
Ll = |1.. 1] | waar L = Lnn = Lo-L.. 11
= tbypiidoo g 22,1 T to2 2111 “t12°
~ = ~ ~1. =1.1/2

| 1-1.] = lI-Lll\ll—L22.l—U'U\ waar U = ((I-L,9)7 D7) I,

Die jakobiaan van die transformasie is
I p-T p-T
J(Lyp>U) = |1-Ly ¢ P77 Ly IP7F,
wat soos volg bewys kan word:

Laat U(rxp-r) = (Ul,—~,U

. . 1/2 )s Ll2(rxp—r) = (L(l)’——’L(p—r))
)" )

Pp-r
= R, Dus Ul = RL(l), —— U

en ((I-L L

11 11 p-r = M(por)

Onmdat UJ = UJR+1UJI en L(J) = L(J)R+1L(J)I’ VOlg dat

T3> U5 = It Virelyr)

= J(L

!
o
|

—D=-T

T .
|lj:1J(L(jyaLH) = |g|~2(p-1)

Dus J(ngétﬂ =
'_‘ p-r p~-r : ~
= \I~Llll lI—Llll Q.E.D.

Die/ ...
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Die verdelingsfunksie van L kan derhalwe geskrywe word

n-r n-r m-p =, | =D
5.6.2 (1) esp(-6,) Ly %7711, 17771, | | 1-1,, 1~0'U]

lel>oeSp(‘Tll)H‘W11|m+n-ro?1<n ; ng111/2<I’L11)T%{2)
aTy ;.
Stel W = U(I—ng.l)_l/g met J(UsW) = |I-Ly, 1%, Dus
5.6.3 (L) eSP(—@r)\Llllm'rlI—Lll|n_?lel>oeSP<‘T11)|T11|m+n—r
of1(n 5 nglll/g(I‘Lll)Tlll/z)dTll"L22.1'm—p
|I—ng.lln‘p+r|1-w'w|n'p.

Die volgende stelling is nou bewys:

Stelling 5.6,1

Indien LNJCBl(m,n,Qr), r<p, kan die verdelingsfunksie van

L geskrywe word
A . - -
5.6.4 CB)(L § m,yn,0.) = £(Ly;) follpp 1) f5(W)

waar

5.6.5 Lll(rxr)ﬂuCBl(m,n,Qr)g

5.6.6 L22.l(p—rxp—r)ﬂuCBl(m—r,n)
en
5.6.7 f3(W)ec|I-71w|"7P,

Beskou die verdeling‘van W.

Laat W' = (W',~—,W£). Dus

1 _
- _ r-1c,, o (e T=1s 1=, .
|1-Wrwl| = II—ZkZIW§Wk|(l—Ur(I A TR P
. _ r - -1/2 A 5 r=1—
Stel B, = W (I-3; W) met J(W_>E_) = ‘I‘Zkzlwiwk .
Derhalwe is |I-W'w| = \I—Zi;%W£Wk{(1—ErE£). Deur hierdie

prosedure te herhaal, volg

5.6.8 |I-Wrw| = llizl(l—EiEi').
Laat E'(rxp-r) = (El',__,ﬁrv), E) = W,

5.6.9 3/ 4.
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T = r-i
5.6,9 J(W=EF) = lli:l(l—EiEi') .

Aangesien Ei(lxp~r) = B p+iE 4, is

1 — ~
EyE;' = BypBlp + By Bl

Laat derhalwe F. = (EiR,EiI) (1x2(p-r)), dan

5.6.10 |1-W'v] lli:l(l—FiFi')

it

en .
—T . .
5.6.11 J(W=E) = J(W=>F) = Hi:l(l-FiFi')r—l‘

Aangesien F reé¢el is, kan nou soortgelyk as in 2.6.16 te

werk gegaan word, d.i. laat

F ' (2(p-r)xl) = X' = Xill/z
(1-x%,,) %%, 12
1/2 /2 ,
(1~ ? ))/ A1~ X5 o(per)-? ) / Xi,2(p—r%/
- - P r _1/2 D(per)eiy /2
I(F,>X;) = (1/2)° (p r)ll X, 1/ (l_xij)( p-r)~3)/ _

Dus

—r —2(p-r) .
5.6.12 J(F>X) = (l/2)2r(p”r)|1i=1|‘j=1 Xij-l/z(l‘xij)p~r-3/2

waar F' = (Fl',—~,Fr') en X' = (Xl',~—,Xr'). 5.6.10 en 5.6.,11

is nou respektiewelik

_ —r —2(p-r)
5.613 ‘I"W'Wl Hl lHJ =1 (l—XlJ)
en
) -7 —_2(p“r) =i
J(W=>F) = l‘i:l‘lj:l (l—xij) . Derhalwe is
2 Tele-r) 0 _iei/2
5.6.14 (4> 0) = (1/2)2 0] 7T xy Py P13/,

Die verdeling van W (5.6.7) kan nou geskrywe word

~—r —2(p-r) y
el T 1Ty g™ 2 (B0,
d.i.

—2(p-r)

5.6.15 f5(W) = TTI AP C S 1/2,(2(n=i+1)-3)/2).

Deur nou gebruik te waak van 5.6.4 en 5.6.15 kan so9s vir

die/ ...
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die reéle geval (2.6) aangetoon word dat

~—=T —p-r-1—2( p-r-i)
5.6.16 fz(Lzz.l) = 1308y (uy 5 m=r=ivl,m) ] ) AP

Bl(vij P 1/2,n-3/2).

Derhalwe is v
y -——p ‘ -
f2(L22.1)f3(W) = l‘i=r+lBl(ui , m~i+l,n)

—p=r=1—2( p~r-1i)

o M 8 (vsy 5 1/2,(2n-3)/2)

By (%55 5 1/2,(2(n-1+1)-])/2).

Dit kan nou aangetoon word dat
~—p=r=1—2(p~r-1)

iy Mo 8y(vsy 5 1/2,(20-)/2)

—r —2(p-r)
\‘i:l“jzl Bl(xij ; 1/2’(2(n-i+1)—j)/2)
—D —2(i-1)
open oy B vy 5 1/2,(2(n=1)++1)/2),
wat beteken dat
—p
5:6.17 £5(Lyp 1)85(H) = |1{_p 18 (uy 5 m-isl,n)
—2(i-1) ) o :
o Bplvgy 5 1/2,(2(n-1)+3+1)/2).

Substitueer hierdie resultazat in 5.6.4 en die volgende stel-
ling is bewys,

Stelling 5.6.2

Indien L~JCBl(m,n,Qr), r<p, kan die¢ verdelingsfunksie

,van L geskrywe word

5.6.18 CBl(L s m,n,@r) = Cﬁl(Lll(rxr); m,n,@r)°

—D
Hi=r+1'81(ui ; m-itl,n)

—2(i-1)

15 By(wyy 5 1/2,(2(n=1)+3+1)/2).

19

Stelling 5.6.3

Indien LﬂuCBl(m,n,Qr), r<p, kan die verdelingsfunksie
van \L\ geskrywe word

P
5.6319 f(‘L!) = fl(lLll\) “

j=r1P1(0y 5 m-i+l,n)

waar/ ...
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waar Lll(rxr)n¢CBl(m,n,9r).

Bewys.

Die stelling volg deur van 5.2.6 gebruik te maak (sien
stelling 2.6.2).
Stelling 5.6.4

Indien LA¢CBl(m,n,@r), r<p, kan die verdelingsfunksie

van |I—L\ geskrywe word

—p
5.6.20 f(]I1-1]) = fl(\I-Llll) l\i=r+1,81(1-ui : n,m~i+l)

waar I—LllﬁuCBl(n,m,Gr),

Bewys.,

Die stelling volg deur gebruik te maak van 5.2.7 (sien

stelling 2.6.3).
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HOOFSTUK VI.

DIE KOMPLEKSE NIE-~-SENTRALE MEERVERANDDRLIVE BETA-VERDELING

VAN DIF TWEEDE SOORT.

6.1 Inleiding.
Laat V = B—l/zAB—l/2 waar A~CW(Z,m) en B~CW(Z,n,8).
V is dus 'n komplekse veranderlike en kan geskrywe word as

V=V, + 1V Dit is verder Hermities positief definiet,

T
Die verdeling van V word in 6.2 gedefinieer. In 6.% word die
gesamentlike verdeling van die karakteristieke wortels van V
gevind en in 6.4 die verdelings van spV en spV-l. In 6.5
word aangetoon dat die verdeling van V, 1indien @ van rang r<p
is, geskrywe kan word as die produk van onafhanklike beta-

verdelings van die tweede soort.

6.2 Die verdeling van V.

Stelling 6.3.1

Indien A~.CW(Z,m) en B~CW(Z,n,8), .6 van rang p, word

die verdelingsfunksie van V gegee deur

— ~(m+n) m-p
6.2.1 (V) = (1/(r )T H(m) Nz esp(-6) | V"Rl 3150
cep(~(z" B+l 25718/ 2y)) | B|™ PR F (n 7 ez7lm)as,
V>0.
Bewys.
Stel V = B’l/QAB“l/Q, J(4>V) = |B|P, in die gesamentlike

verdeling van A en B en integreer na B.

Afleiding 6.2.1

Indien 4~~CW(I,m) en B~CW(I,n,8), 6 van rang p, word

die verdelingsfunksie van V gegee ceur

6.2.2 CBy(V ; m,n,0) = Fp(m+n)/(F§(m)Fp(n))esp(—@)\Vlm-p
| T+v|~ (m+n) Fi(men ; n 5 6(I+V)~ by, wo.

Bewys/ «e.
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Bewys.
Stel £=I in 6.2.1 er integreer met betrekking tot B deur

gebruik te maak van 1.3.8.

Die verdeling van V word na analogie van die verdeling
3.2.2 genoem dic komplekse nie-sentrale meervcranderlike beta-
verdeling van die tweede soort van volle rang.

Uit 6.3.2 volg die integraal

6.2.3 ||| 1y~ (wn)g L (8(T+V)” Lyay

‘ V>O

Fb( )r (n,K) c (9 /r (m+n, k).

—1/2 -1/2 1

laat V = (I-L)™/“L(I-L) , d.i. (I+V)™" = I-L, met jako-
biaan lI-Ll-Zp = CBl(L ; m,n)/CRZ(V , m,n). Bostaande inte-

graal kan derhalwe ook geskrywe word

6.2.4 ‘fé\le'plI-L\n"pﬁk(Q(I—L))dL

= Fﬁ( )T (n,K) /T (m+n,K)

Dit is dan ook 'n bewys vir die integraal 5.2.1.

Met behulp van 6.2.% kan aangetoon word dat
h = ~ ~ - Enl . .
6.2.5 E|V|T? = Tp(m+h)Tp(n—h)/(?p(m)rp(n))esp(—@)lFl(n—h ; n;e)

en

6.2,6 EiI+Vl-h = fb(n+h)fb(m+n)/(fb(n)fp(m+n+h))esp(—@)

2fz(n+h,m+n , m+n+h,n ; ©).

Hierdie momente geld ook indien V verdeel is soos in stelling
6.3.1l aangesien hulle invariant is ten opsigte van die trans-

1/2,51/2 o g, 51/2551/2,

formasies A= ¥
Deur © as diaronaal te beskou in 6.2.2, d.i. die ver-
deling van B word in sy kanoniese vorm beskou, kan die ver-

delingsfunksie van V geskrywe word as

6.2.7 CRy(V § m,n,0.) = T (mn)/(T (2)T (n))esp(~0 ) v["P

(m+n)

— ] . “"l
\I+V‘ 1 l(m+n y no, o (I+Vl 2) )

indien/ ...
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indien O van rang r<p is. V) , = V,1=Vy o T4V55) "V, onder
die opsplitsing V = V11 V12 sodanig dat V11 van orde r is,

V21 \Y

22
Laasgenoemde verdeling is 'n komplekse nie~sentrale meerver—
anderlike beta-verdeling van die tweede soort van rang r.

Die momente van \Vl en \I+V\_l kan in hierdie geval uit

6.2.5 en 6.2.6 respekticwelik herlei word.

6.3 Die verdeling van die karakteristieke wortels van V.

Stelling 6.3.1

Indien A~~CW(Z,m) en B~CW(Z,n,9), 6 van rang p, word
die gesamentlike verdelingsfunksie van die karakteristieke

wortels van V gedefiniecr as

6.3.1 f(Vs) = Wp(p_l)fp(m+n)/(fb(m)f§(n)fb(P))GSP(—Q)|Ve‘m-p
lI+Vs\_(m+n) Eﬁ(VS)lﬁl(m+n yn o, @,(I+Vs)-1)

waar Vs = diag(vl,-—,vp). v1>¥~>vp>0 is die karakteristieke
wortels van V.
Bewys.

Omdat die karakteristieke wortels van V invariant is ten
opsigte van die transformasies A—>Zl/2A21/2 en B€>Zl/2BZl/2,
kan die stelling uit 6.3%.2 bewys word. Daar bestaan 'n
unitére matriks U sodanig dat

U'VU = diag(vl,——,vp) = Vs.
av = &p(vs)dvsd(u). Integrasie na U 'n element van die uni-
tére groep in die gesamentiike verdeling.van U en V, lewer die
stelling.

Hierdie verdeling is reeds deur James (1964) gedefini-

eer, maar volgens 'n ander metode.

6.4 Die/ ...
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6.4 Die verdelings van spV en spv_l.

Omdat die karakteristieke wortels van V en V"l reéel 1is,
kan die lLaplace-getransformeerde funksie soos gebruik in 3.4
ook hier gebruik word vir die aflei van die verdelings van
spV en spV_l.
Beskou eers die verdeling van spV. Deur gebruik te

maak van 6.2.1 kan die Laplace-getransformeerde funksie van

spV geskrywe word

H

6.4.1 g(t) = E(esp(-tV))

= /T T )Nz esp(-0)f ) of 5 o 1VI™E
esp(~z~1B)esp(~(BY/ 2218/ 2htT)v) | B|BIOP
oFp(n ; ex™B)amav

(1/(Ty () [2|™* ™) esp(-0) g gesp(~27B) | B[P

1/25-151/2 41|™™ T (n ! ez~ 1B)dB.

B ot

Maar

1/22“131/2

6.4.2 |B +tT]™ = ¢ mpzaz [mJ c ~18/4%)

en derhalwe is die integraal na B
-1 n+n-p= -1 \® -1
fB>Oesp(—z B)| Bl C;(277B)Cy (0™ B)aB

‘Z\m+an>Oesp(~B)\B\m+n—P§j(B)6K(QB)dB

g(t) word nou

6.4.3 glt) = (1/’ (n))esp(~0)Z; 2,25 ;Iml 7 ~(mp+J) (-l)j/([n]K

kljl)_fB>Oesp(~B)|B|m+n_pﬁj(B)6K(9B)dB.

Om die integraal na B te vind, kan weer soos in paragraaf
3.4 te werk gegaan word wat baie omslagtig is, terwyl dit
volgens 'n veel korter metode gevind kan word. Aangesien
die oplossing van die integraal 'n simmetriese funksie in

6 is, voer die unitére transformasie 6-»COC' in 6%(93) uit

en/ ...
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en integreer na C 'n element van die unitére groep U(p) met

behulp van 1.2.17. Die integraal word nou

fB>Oesp(—B)lBlm+n—p§j(B)fU(p)Ek(CQE)d(C)dB
g(©)/Ce(1)) [y pesp(~B) | BI*™7PC(B)T,(B)aB

= (C(6)/T(1,)) ZégKfJfb(m+n,6)56(Ip).
Dus
| ~(mp+j)

6.4.4 g(t) = (Tp r+n) /_ (n)) esp( ~0)zL, 2 ZJZ Zégy 3

~1)9[m] [x T (0)T o Iy
(-1) [mJJ[m+n]60K(Q)Cé(Ip)/([nJKCK(Ip)liL).
Deur nou die Laplace-inverse te necem, volzr die volgende stel~

ling.
Stelling 6.4.1

Indien VﬁuCBz(m,n,Q) word die verdelingsfunksie van

spV = T gegee deur
5 f(T) = T, (m+n)/(T ()T (mp))esp(—e)z LgZiT Tsey J< -1)9

Tmp+j—l[mJJ[m+n]65K(9)56(Ip)/([n]K(mp)jEk(Ip)ijl),
T>o0,
Om die verdeling van spV_'l te definiecer, 1is die volgende
hulp-stelling nodig.

Hulp-stelling 6.4.1

6.4.6 |I+r|™%la] C (R +l) -1

o) J = . . oy
= ZJZJzégK,J(—l)J[ajécé(R)/JL (R Hermities positief

definiet).
Bewys. |

Beskou die integraal

Js-5150esp(=(1+R)S) |S|77PC (Rs)as

=T (2 E)| I+R| 72T, ((1+R)"IR).

Y

Die integraal/ ...
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Die integraa; kan ook geskrywe word

fS>Oesp(-S)ISla—ijZJ(-l)jak(RS)Eé(RS)dS/jl

= 3. szégy J( ~1)9 r (a, 6)C (R)/3¢

Stel hierdie twee oplossings gelyk en die hulp-stelling is be-

WYS.

Die verdeling van spV—l

spVL = spa”lB, 1laat 7 = A

kan nou gevind word. Omdat
°l/2BA-l/2. Dus spV—l = spZ.

Die gesamcntlike verdelingsfunksie van A en B word gegec deur
(Z=I)

£(4,B) = (1/fp(m)fb(n))65p(-9)\A\m'plBln"pOSP(—(A+B))Ofl(n ; ©B)

en dus is die voorskrif van die Laplace-getransformeerde funk-

sie van spZ

g(t) = E(esp(~tZ))

(1/T, ()T (n))esp(-8)f 5 of s 0|41 2P| 2| Pesp(-a)

Il

1/25,1/2y4447.

esp(—(A+tI)z)OFl(n ; OA
Integreer na Z met behulp van 1.3.8. Dus

6.4.7 g(t)

{1

(1/r (m))esp(=0)f o la1" " Pesp(-a) |a+tT| ™"

OFb(Al/29Al/2(A+tI)'l)dA

(l/fb(m))esp(—g f\>01A|m+n—pesp(—A)t-np|I+%ﬁ|_n

—1)—1

OFb(Q(I+tA YdA,

Omdat die oplossing van die integraal na A 'n simmetriese
funksie in @ is, kan dieselfde metode soos gebruik vir die
integraal na B in 6,4.3, gebruik word. Die hipergecometriese

funksie kan derhalwe geskrywe word
B . /""l —1
OFO(@ ; (T+tAT5)7).

Maar volgens 6.4.6 is

—1)—1

|I+%Al~n[n]K5k(I+tA = I I4T 58 J( 1)'[n]665(ﬂ/t)}

Dus g(t)/ ;;.
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Dus g(t) word nou

6.4.8 g(t)

(1/T§<m))esp<-@>zkzeJszégKfJ 0P (_ 1)3[n]

Ek(@)/([n]Kﬁk(Ip)k!jL)fA>O|A|m+n—pesp(-A)56(A/b)dA

_ - 5 . —(np+k+3)
Tp(m+n)/(1p(m)) esp(-6)Z, = gr 5Pt gt

n

(- 1)3[n] [n+n] T, (6)Ty Ip)/([n]KEk(Ip)ijL).

As die lLaplace-inverse nou geneem word, word die verdeling

van spZ verkry indien I=I. Aangesien spZ invariant is ten

opsigte van die transformasies A4521/2A21/2 en B%>Zl/2B21/2,
kan die volgende stelling derhalwe geformuleer word.

Stelling 6.4.2

Indien A~CW(Z,m) en B~CW(Z,n,8) word die verdelingsfunk-

sie van spV Tt = 8 gedefinieer as

6.4.9 f(S) = fb(m+n)/(fp(m)) esp(~6)%, % g% 5T (-1)d

sk, yJ
ST I 0] men] T (0)T, (1) /( [n] T (mp+ice 3)

Ek(Ip)ijL), S>0.

6.5 Die verdeling van V in terme van onafhanklike beta-ver-

delings van die twecde soort,

Die verdeling van V indien © van rang r<p is, kan ge-

skrywe werd (6.2.7)
6.5.1 f(V)ocesp(—@rﬂV|m—p|I+V|"(m+n) F (m+n ;, n ; © (I+Vl 2) l)

Dit volg nou dat

| 1+4v| = lI+V22||I+Vl°2|

en |v| = iV22|\Vl 2—UU“ waar
_ -1, -1,1/2
U= Vy o((T+V50) "V ")

IV o> U) = |I+V22|r|V22|r,

Laat/ ...
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-1/2

Laat T = V, , U, J(U=>T) = Ivl.zlp“r. 6.5.1 word nou

6.5.2 f(V)Q{esp(-Qr)lVl;z‘m—rlI+Vl.2|~(m+n)lﬁa(m+n yn g

0. (T4, )™V, [P (BT |y |~ (mbn=1) | 1 gy |m=p
d.i.
6.5.5 £(V) = (V) £,(Vp,) £,(T)
waar

6.5.4 Vloz(rxr)ﬁuCBQ(m,n,Gr),

6.5.5 V22(p—rxp-r)naC52(m,n—r) en

6.5.6 f£5(T)oc| 11T 7P,
Beskou die verdeling van T(rxp-r).

Soortgélyk as in paragraaf 3.5 kan aangetoon word dat

———— _..r._

| 1=7T' | = Il (1-DD;)

waar Di = DiR + lDiI‘ Die jakobiaan van die transformasie

is J(T=D) = TTp"r(l-ﬁ 'D, )P"T1 waar D(rxp-r) = (D.,-=.D )
= i i Vi ) P T NPT
Omdat D;'D; = Dip'Dip + D;;'Dyys laat Q! = (DiR',DiI').
_ —p~-r-1
Derhalwe is |I-TT!'| = |i (1- Qi'Qi) en
J(T>Q) = ||, (1-0, 0. )P waar Q(2rxp-r) = (Q ,==,Q. )
= 1lia i P=r) = ARy ==y )
Stel
B 1/2 :
6.5.7 Qi = Yi l/(l+y.l) .
2 2 2
l/ /( l+yll)l/ (l+yi2)l/
1/2 1/2,, . 1/2 1/2
Vi / Vi ore / /(1+y47) / (145 o) /
_ 21| r-j/?2 (2r-j+3)/2
I(Q>¥y) = (-1/2) Ny i /(1434 5) .
Laat Y = (Yl,-—,Yp_r), dan

.__p__r__.

3(a>Y) = (<1/2)27(P=T)] P=3/2)(14y, ) (20-33)/2,

i=ll‘j=lyig ij

Onder die substitusie 6.5.7 volg nou dat

(1-0,'0;)/ ...
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———

(1-Q,'Q;) = ljzlyij/(l+yij) en derhalwe is
_ —p-r—27r
lI"T'T‘ = “i:l“j=lyij/(l+yij),

- P2
(1) = (-1/2)2 =D

p-i-j/2 p-i-j/2 +3/2
5=171j /(1435 5) '

Die verdelingsfunksie van T kan dus geskrywe word

r—2r

—p~- i i

f(m)oc ;o 1 yyyy ™7 3/2/(l+yij)(2m 21 J+3)/2,'
d.i.

6.5.8 15(T) = [1; 3115 1By(y;5 5 (20-2i-3+2)/2,1/2).

Beskou die verdeling van V,,. Deur van 6,5.3 en 6.5.8
gebruik te maak, kan die verdeling van V22 (6.5.5) geskry-
we word as die produk van onafhanklike beta-verdelings van

die tweede soort (sien 3.5), a.i.

B - or™

6.5.9 f2(v22) = |‘i=162(si y myn-r-i+l)*
—p-r-1—2(p-r-1i)
Vi Ty Bp(tss 5 (2m=3)/2,1/2).
Derhalwe
—p—
6.5.10 fz(v22)f3(T) = ‘i=162(si ; m,n-r-i+l)'
—p-r-1—2(p~r-i)
[‘li=1 l‘j:l Bz(tij ; (2m-3)/2,1/2)7.
—Pp-r—2r

D 1508y 5 (2m-2i-3+2)/2,1/2) 1.

Die produk van die laaste twee terme in vierkante hakies kan

nou geskrywe word
—p-r-1—2(p~r-1i)

oy My 8ltyy 5 (20-3)/2,1/2)1 x
(T T balyy 5 (2n-21-3+2)/2,1/2)]
—p —2(1i-1)

N

Bo(z . ; (2m-2i+3+1)/2,1/2).

i=r+lllj=l ij

Dus, 6.5.10 kan geskrywe word

. —p
6.5.11 £5(Vpy)f5(T) =||i=r+152(si ! m,n-i+l)

—2(i~1)

{lj:l Bolzys 5 (2m-2i4§+1)/2,1/2).

Die/ ...
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Die volgende stelling is nou bewys.

Stelling 6.5.1

Indien VﬂwC82(m,n,©r), r<p, kan die verdelingsfunksie

van V geskrywe word
1Y

6.5.12 (V) = CBy(Vy ,(rxr); m,n,6. )| Bo(s; 5 myn=i+l):

l=r+172
—2(i=1)
Ijzl 62(zij D (2m-2i+3+1)/2,1/2).

' Stelling 6.5.2

Indien VﬂvCBZ(m,n,Qr), r<p, kan die verdelingsfunksie
van lV‘ geskrywe word
- P
6.5.13 f(lV\) = f1(|V1‘2|)||i=r+lB2(xi * peit+l,n-i+l)

waar Vl.2AUCB2(m,n,©r).

Bewys.

Indien € van rang r<p is, volg uit 6.2.5 dat

Il

B(|v])B

T () Ty () /(T (m)Fy () Jesp(-8, )y Fy(noh 5 m 5 @)

H

Tr(m+h)fr(n-h)/(fr(m)fr(n))esp(—@r)lfl(n-h ;n ;6 )

>
L]

11,y [D(m1mi40)T(n+1-1h) /(T(m1-1)T(n41i))]
B E‘Vla2‘h H1 r+lE(X1)h

indien ximuBZ(m+l—i,n+1—i).
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HOOFSTUK VII,

DIE KOMPLEKSE NIE-SENTRALE MEERVERANDERLIKE DIRICHLET-VERDE-

LING.
7.1 Inleiding.
-1/2 q -1/2
Leat L. = (29 _A.+B A.(2% 443
3= (Fjaahyt®) 3{F5=145*8) o
~1/2. _-1/2 .
vj = B / AjB / (j=1,--,q)

waar Aj (j=1,--,q) onafhanklike komplekse Wishart-verander~
likes is met mj grade van vryheid respektiewelik en B 'n kom-—
plekse Wishart-veranderlike is met n grade van vryheid.

L., en Vj is dus Hermities positief definiet. Die gesament-

J

like verdeling van die komplekse veranderlikes Ll’ —— Lq

word in paragraaf 7.2 gedefinieer in die volgende gevalle:
(i) AjﬂJCW(Z,mj) en B~CY(Z,n,6), 6 van rang r{p, en
(ii) Ajnucw(zl,mj) en B~CW(Zz,n).

—q
'n Asimptotiese verdeling vir |\j|Lj| word in 7.3 afgelei’

in beide die gevalle. In 7.4 word die gesamentlike verde-

ling van V —-—, Vq gedefinieer in die geval AjﬁuCW(I,mj)

l’)
en BACW(I,n,6), © van rang r<p, en in 7.5 word die ver-

deling van van Z%spvj gevind.

7.2 Die komplekse nie-sentrale meerveranderlike dirichlet-

verdeling van die eerste soort.

Stelling 7.2.1

Indien AjﬂuCW(Z,mj) (j=1,--,q) en B~sCW(Z,n,8), © van
rang p, word die gesamentlike verdelingsfunksie van Ll’ -,

Lq gegee deur

7.2.1 f(Ll,w-Lq) - (1/fb(n)TT§Fp(mj))\Zl'(m+n)esp(—9)TT§|Ljlmj'p

- - -D = R— 2
!I-szjln 3{T>Oesp(~z Loy|p|mtn pOFl(n : ex 1p1/2,

1/2
(I-Zij)T

/ oo

)ar,
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a I-Z.L. >0 OKL.<1 enm = Z.m..
waar 5Dy >0, < J< nm JmJ

Bewys.

Die gesamentlike verdelingsfunksie van Aj (j=1l,--,q) en

B word gegee deur

-, o - -
£y y==rig,B) = (/T () [T () |2l P ™ esp( 572 (m.a 1 1m))

—a
. |RL=D n-p = . -1
514517572 BI P F (5 e571B).
Leat 1, = TV/% 771/2 ¢ _ 5 4 3.
J _ J J J
J(Al,——,Aq,B%bLl,--,Lq,T) = ‘T‘pq. Integrasie met betrek-
- king tot T in die gesamentlike verdeling van L -~, L en T

1’ q

lewer die stelling.

Die verdeling 7.2,1 is komplekse nie-sentrale mecrver—
anderlike dirichlet-verdeling van die eerste soort van volle
rang, d.i.

Ll,--,LqﬂuCDl(ml,--,mq,n,Q).

Indien 6 = 0, d.i. die sentrale geval, volg die verdeling
maklik decur na T te integreer met behulp van 1.3%.6. Die

verdelingsfunksic word dan gegee deur (Troskie (1967))
7.2.2 CDl(Ll,——,Lq s ml,~—,mq,n)
—q —q
=T (m T T (m, ST L Tt s o 0 O R o
p () /(T ) T () ] 1L 7577 555
Deur gebruik te maak van die integraal

Iy 2.~Pl1_y 1|00 = _ I
7.2.3 [ O.[\llejl 7Pl szjl P T (R(T Z5L.)) deLj

= fb(b,K)TTij(aj)/(fb(a+b,K)) Ek(R), a =%.a.,

J J

(hierdie integraal word bewys in 7.4), volg uit 7.2.1 dat

r.2.6 B 15517 = Tylaem) 11T (ageny) /(T (amen) 1] 7 (n )

esp(—@)lFl(m+n , mtn+h , 6), h = Zjhj,

en

7.2.5/ ...
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7.2.5 E|I~Zij|h = Fp(n+h)fﬁ(m+n)/(Fﬁ(n)fﬁ(m+n+h)) esp(-8)

2F2(n+h,m+n , n,n+n+h ; 6).
Laasgenoende resultaat is dieselfde as die van 5.2.3.

Die volgende afleiding word sonder om te bewys gegee
aangesien die bewys daarvan diesclfde is as die van afleiding
5.2.1.

Afleiding 7.2.1

Indien AjﬁwCW(I,mj) (j=1,--,9) en B~CY(I,n,8), © van
rang r<p en diagonaal, word die gesamentlike verdelingsfunk-

sie van Ll’ -, Lq gegee deur

7.2.6 £(Lp,--,L,) = (1/Fb(n)TTjF§(mj))eSp(—Qr)TTjlelmj-p

n-p ) _ m+n-r

= . 1/2 1/2
of1(n 5 Ty 7 (12 4Ly 5) Ty, 7 )ATyy
wgar Lj = (Lllj L12j) sodanig dat Lllj van orde r is,
Loy ooy

Hierdie verdeling is 'n komplekse nie-sentrale meerver-—
anderlike dirichlet-verdeling van die eerste soort van rang r.
Indien r=1, d.i. die line&re geval, word die verdeling

(Troskie (1967))

Fp(men) /(T ()]

T (m.))e-KTleLj‘mj-p‘l_szj‘n—p

P ipd
lFl(m+n y n o A(l-Zjlllj), A = @1.
Die momente van |\j|Lj\ en \I—Zij| kan sondermeer uit

7.2.4 en 7.2.5 respektiewelik gevind word indien & van rang
r<p is.

Stelling 7.2,.2

Indien AjNuCW(Zl,mj) (j=1,~-,4) en B~vCW(Zz,n) word die

gesamentlike verdelingsfunksie van Ll’ -, Lq gegee deur

7.2.7/ ...
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7.2.7 $(1y,m-,50) = (/T ()T ) 1 | e | 7], 13572

(=z27tr) | 7|2+ T (_7l/2(pr1 psly.

- n-p

T>Oesp

1/2

T Z.Lj)dT,

J
Bewys.
Die gesamentlike verdelingsfunksie van Al, - Aq en B
word gegee deur

f(Al’—~7Aq’B) = (l/fp(n)Tijb(mj))‘zll—leE!—nTTj\Ajlmj_p

\Bln"pesp(—(Zg~1B+21"leAj), m:ijj.
Stel L = T“l/zAjT“l/z, T = $,a#B.  Die eksponent term
word onder die substitusie
esp(—(ZgﬂlB+Zl~12jAj))

esp(—Zg_lT) esp(—(Zl"l-Zg”l)Tl/ZZijTl/2)

1l

il

esp(~2z1T) O?O(-(zl‘l-ze"l)Tl/szLjTl/Z).

Integrasie na T in die gesamentlike verdeling van Ll’ ~— Lq
en T lewer die stelling. Die verdeling word ook geklassi-
fiseer as 'n komplekse nie-sentrale meerveranderlike dirich-

let-verdeling van die eerste soort.

T3 'n Asimptotiese verdeling vir “j‘Lj\'

Met behulp van 2.%.1 kan 'n asimptotiese verdeling vir
“j\le gevind word indien Aj“JCW(Z,mj) (j=1,--,9) en
B~CW(Z,n,8), © van rang r<p.

Stelling 7.%.1

Indien AhAVCW(Z,mh) (h=1l,~-,q) en B~CW(Z,n,8), O van
rang r{p, word die asimptotiese vefdeling van \\htht gegee
deur

+ 2
7.%5.1 P(—2p2%=llog‘Lh‘ <z )= Zk:OP(kaSZ)P(k) + esp(—@r)

2 2 y T -2
zsz(P(xfk+2s_z)-—P(xfkg.z))wlch(er)/kz + 0(m™%)

waar/ ...



~125-
waar z' = z - 2pp(2hmhlogmh—mlogm), £, = pz(q-l)+2np+2k,

p =1+ (B(n-p)-(£,(1/m)-1/m)(2p°-1)/6)/(p(q-1)+2n),

2

W)y = (-1/p)((1-p+n/m +1/2n)k + (ngj -22§ij)/2m) en

P(k) = esp(—@r)(sper)k/klo

Bewys.
. 4 —q
Laat W = (mmp/llhmhpmh)l\h!thmh en M = -2logW. Vol~
gens 7.2.4 kan cdie karakteristieke funksie van oM geskrywe

word

_ gmeitp
7.3.2 ¢pM(t) = EB(W )

= esp(-@)ZkZK[(mmp/l‘hmhpmh)—zltpfb(m+n,K)

ey ———

thp(mh(l~2itp))/( Ith(nh)Fp(m(l—2itp)+n,K)]
CK(@)/kl .
Die term tussen vierkante hakies is van die vorm 2.%.1 met
X, = My, X =m, vj = 1-3, Yj = n+Kj. Vervang die term met

2.3.2 en ignoreer O(mnz), 7.3.2 kan derhalwe geskrywe word

75,3 §(t) = esp(-0)3, 2, (1-218) T/ 2(141, (£))T, () /it +

-2
O(m )9 _ '
waar f = p2(q~l)+2np+2k en

7.5.4 vy = (<1/20)((1-p)%y + n(p(n-p)+2k)/m ~ (2, (1/my)

_1/m)p(2p2—1)/6 + (ZjKjQ—ZZjij)/m + k/mi.

Laat g = 0 en los op vir p. Dus

p =1 +(n(n-p)/m ~ (£,(1/m )-1/m)(2p°~1)/6)/(p(a-1)+2n)
en Wy word nou

Wy = (=1/p)((1-ptn/m +1/2m)k + (ZjKj2—2Zjij)/2m).
Deur die inverse van 7.3.3 te neem, is die stelling bewys
indien © van rang p is. Indien 6 egter van rang r<{p is,

word € deur Qr vervang en ¥ bestaan dan uit net r komponente.

Indien g=1 recduseer 7.%.1 na 5.3.1.

7.4 Die/ ...
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T.4 Die komplekse nie-sentrale meerveranderlike dirichlet—

verdeling van die tweede soort.

Stelling 7.4.1

‘Indien AJAJCW(I,mj) (j=1,--,9) en B~CY(I,n,8), © van
- rang p, word die gesamentlike verdeclingsfunksie van Vl’ -,

Vq gegee deur

7.4.1 CD2(V1,——,Vq ; My ,==,m ,n,8)

q

=T (m+n)/(l| T,(m;)T (n)) s G)II lv |my=P

~(m+ -1
|I+zjvjl (w+n) (Fy(men 5 0 O(I+ZJV )™, V>0,

BeWYSc
Die gesamentlike verdelingsfunksie van Al, -, Aq en B
word gegee deur

7.4.2 £(Ap,==,4 ,B) = (l/fb(n)Tijb(mj)) esp(—Q)Tleﬁjimj'p

iBln‘Pesp(-(szj+B))Ofl(n ; OB).
Stel V, = B‘l/zAjB"l/2, T(Ays==shy, B2V, ==,V ,B) = |B|PY,
en integreer na B met behulp van 1.3.8. Dit bewys die stel-
ling.
Die verdeling 7.4.1 is dan 'n komplekse nie-sentrale
meerveranderlike dirichlet-verdeling van die twecde soort van

volle rang.

Indien 6 = O word die verdeling (Troskie (1967))

CD2(V1,—~,Vq ; ml ""7m n) = Tp(m'l'n)/(r (n)ll (m,]))
TT Iv | p‘I+ZJV |~(m+n)
Uit 7.4.1 volg dat
m.—~p ~(m+n)= I
7.4.3 ,v-—Gfll lV |5 |I+z v |~ CF(O(I+Z v, y~1 ||jde

= TP(H;K)lljfﬁ(mj)/(fb(m+n,K)) Cp(8)

en derhalwe is

7.4"4/ L ]
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7.4.4 Bl |v.|P5 = T (n-n)| iTo(myn;)/(T (n) 1 iTp(my))esp(-6)

1F(n-h ; n ; 6), h=E ;h,
en

7.4.5 E|I+ZjVj\"h = Tb(n+h)Tﬁ(m+n)/(fﬁ(n)f§(m+n+h)) esp(-6)

o 2(n+h m+n ;, w+n+h,n ; 6).
Laasgenoemde resultaat is dieselfde as die van 6.2;6.

. . . . ~1/2
Indien d bstit e V. = (I-X.L. L.(I-2.L.
ndien die substitusie 3 ( 3 J) J( 3 J)

-1/2
in 7.4.3 uitgevoer word met

’-“1L )

J(Vl,——,vqe>Ll q

= CDl(Lls -"amq’n)/CDz(Vl,”—qu ; ml’——7m 7n)

“7Lq ; mly q

— ‘I Y. L. l—p(q+l)
373 ’
dan volg die integraal

—

m.~p n~-p=
T.4.6 f-a-fll 15 1772 1251, P7PC(0(1-2 1) ] jany

= Tp(n,E) |17 (m,)/(T (men,K)) Tp(o)

soos aangegee in 7.2.4.
Dit mag net genoem word dat onder die substitusie
= _ . _ q A 7 4
Wl = Vl’ Wy = V1+V2, s Wq = Zjvj die volgende verdeling
verkry word.,

7.4.7 f(wl,--,wq) = fb(m+n)/(fp(n)TTjF?(mj)) esp(-9)

mJ‘p|I+qu—(m+n)lﬁa(m+n ‘n 9(I+wq)“1),
wj>o.

Na analogie van die bekende eenveranderlike verdeling (Wilks

'(1962)), sal hierdie verdeling die komplekse nie-~sentrale

meerveranderlike geordende dirichlet-verdeling van volle rang

wees.,

Afleiding 7.4.1

Indien Aj“uCW(I,mj) (j=1,--,q) en B~CW(I,n,9), © diago-

naal en van rang r<p, word die gesamentlike verdelingsfunk-

sie/ e.e
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sie van Vl’ --, Vq gegee deur

7.4.8 CD2(V1,---,Vq , ml,—-,mq,n,gr)

= Tymen)/(Ty(m) | |ST () esp(-0 )11, ]v, %57

| 14z, v, |~ (mn)

= . . -1
5V, lFl(m+n ;o no; @r(I+Nl.2) )

_ -1
waar Ny o = N11~Nl2(I+N22) N,y en

11 712 J113 "3 12j

Noy Moo V215 Z3V005

N =<N N = L.V .V

sodanig dat N11 van orde r is.
Bewys.

Deur van 1.2,20 gebruik te maak volg die afleiding son-
dermeer.

Hierdie verdeling is 'n komplekse nie-sentrale meerver-
anderlike dirichlet~verdeling van die tweede soort van rang f.
Indien r=1, d.i. die lineére geval, is die verdeling deur

Troskie (1967) gedefiniecr.

7.5 Die verdeling van spZ%Vj.

Stelling 7.5.1

Indien AJHJCW(Z n.) (j=1,--,9) en B~CW(Z,n,8), O van

rang p, word die verdellngsfunk51e van P = spzjVj gegee

deur

7.5.1 £(P) = T (m+n)/(T,(n)T(mp)) esp(-0)3,2 z@&J 58 5(~1)

PP ] [men] T (0)85(1,)/(Indy(mp) Te(T Ykt gt),

P>0.

Bewys.
Onder die substitusie V, = B*l/zAjB‘l/2 (3=1,--,q),
word die Laplace-getransformeerde funksie van spZ.V. gegee

J J
deur (sien 7.4.2)

g(t)/‘.-.



~129~

g(t) = E(esp(-thVj))
- (1/F () .F =P
S (l/Tp(n)!ljFp(mj)) esp( V >oﬁfB>o lV 1™
121+I’l-p - _ . ) . m 1 A
| B esp(~B) esp( (B+tI)ZjVj)OFl(n : eB)dBlljdyj.
Deur na Vl’ -, Vq agtereenvolgens te integreer volgens 1.%.6
is
g(t) = (/T (n)) esp(~6)f 5 jesp(-B) | BI™ 7P |pp1| ™™

- . ]

OFl(n , ©B)dB.

Dit is dieselfde voorskrif soos gegee in 6.4.1 met I=I.

Aangesien SpZJVJ invariant is ten opsigte van die transfor-
1/2..1/2

masies Aj—>zl/ A321/2 (j=1,--,q) en B>z %psl/2 g qie

verdeling dieselfde as dié gegee in 6.4.5 en dus die stelling.
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HOOFSTUK VIII,

SEKERE ASPEKTE WAT BETREF DIE ALGEMENE MEERVOUDIGE KORRELASIE

MATRIFS R,

8.1 Inleiding.
Indien die vektor X = (Xxl)) (q) (reéel of kompleks)

verdeel is normaal met kovariansie matriks ¥ = le(qxq) Zio

(

Loy 222(rxr)

en 'n steekproef van N waarnemings word op X gemaak, dan
word die algemene meervoudige korrelasie matriks R(gxq) so-
danig gedefinieer (Yhatri (1964)(b)) dat dit 'n maat van ver-
wantskap tussen die twee stelle waarnemings op X(l) en X(2)
is. Die vérdeling van R is ondersoek en gedefinieer deur
Troskie (1968) en Srivastava (1968). In hierdie hoofstuk
word asimptotiese verdelings vir |R| en |I-R\ afgelei en die
‘eksakte verdeling van die grootste wortel (kwadraat van die
grootste kanoniese korrelasie koéffisiént) van R word.gedefi—
nieef. In 8.2 word diec aspekte beskou vir die reéle geval
en in 8.3 vir die komplekse geval.

Die volgende resultate is nodig vir die aflei van die
verdelings. Laat n = N-1.

Reeéle geval.

8.1.1 EIR|" = T (n/2)T, (/2 +h)/(T (n/2 +h)rq<r/2))|1-Pln/2

3F2(n/2,n/2,r/2 +h ; n/2 +h,r/2 ; P)

8.1.2 E|I-r|P = Tq(n/2)Tq(n/2 -r/2 +h)/(Tq(n/2 +h)Tq((n—r)/2))
2Fl(n/2,n/2 : n/2 +h ; P)
(Troskie (1968))

-1/2

-1
waar P = le 212222

221211-1/2 die populasie meervoudige
korrelsie matriks is (R is die maksimum aanneemlike beramer P).

Die/ ...
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Die gesamentlike verdelingsfunksie van die karakteristicke

wortels l>r12>——>r 2>O van R word gegee deur (Constantine (1963))

q
2
8.1.3 £(a) = 1% /PN (n/2)/(T (a/2)T ((n-1)/2)T (r/2)) | 1-|*/2

_\Al(r—q—l)/Z‘I_A‘(n—r-q—l)/2 2y (8)

oF1(n/2,n/2 7 v/2 ; P,4)

2 2)

waar A = diag(rl == Tg ) ri2 (i=l,--,q) is ook die i-de

kanoniese korrelasie ko€ffisiént gekwadreer.

Fomplekse geval.

8.1.4 E|r|P? = fq(n)fé(r+h)/(fé(n+h)fé(r))lI—P\n

3F2(n,n,r+h ; n+h,r ; P)

8.1.5 E|I-r|" = T (0)T (n=r+h)/(T (n+h)T (n-1)) |1-p |2

2?l(n;n ; n+h ; P) (Troskie (1968))
8.1.6 f£(4) = nQ(q_l)fq(n)/(fq(q)Té(n—r)fq(r)) |1-21™ G ()

lAlr'qll—A‘n_r—qul(n,n ; v, P,A) (James (1964)).

8.2 Die reele geval.

Stelling 8.2.1

Die asimptotiese verdeling van ‘Rl word gegee deur

8.2.1 P(-alog|R| < 2z) = P(xggZ) + |I-P‘n/2(P(X§+2$Z)~

P(x5¢2))8, Ty (n/2) ) L (P)/kt + 0(r™2)

waar a=rp, p=1 + (n-r-q-1)/2r, f=(n-r)q en

0, =(=1/20)((n-r)((n-r)a/2 -9°/2 +2K -q/2)/r + (1-p)f).

Bewys., _
Stel W = lRir/2 en M = -2logV. Volgens 8.1.1 kan die

karakteristieke funksie van oM geskrywe word

8.2.2/ ...
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8.2.2 0 (t) = E|R|~1tPT

]I~Pln/ZZkZK(n/Z)K[Tq(n/Z,K)Tq(r(l—2itp)/2,¥)/

(Tq(r/Z,K)Tq(r(l—Zitp)/Z +(n-r)/2,K)]CK(P)/k!.

Die term tussen vierkante hakies is van die vorm 2.3%.7 met
x = r/2, vy = (1-3)/2 +Kj en Yj = (n-r)/2. Die resultaat is

soortgelyk as die van 2.3.47, en dus die stelling.

Stelling 8.2.2

Die asimptotiese verdeling van \I-Rl word gegee deur

8.2.3 P(-alog|I-R| ¢ z) = l1—P|n/22sz(P(x§k+2gz)—P(x?kgz))
(n/2) 07, Cp(P)/kt + II-P‘H/ZZkZKP(x% <z)(n/2),

K (
CK(P)/k! +o(n'—r)"2

waar a=(n-r)p, f,=ra+2k, p=l + (r-g-1)/2(n-r) en

@y, =(=1/0) ((1=prr/(n=1))k + (34¢,%-5.%.3)/(n-1)) .

Bewys.
Stel V = lI-Rl(n“r)/z en M = -2logV. Volgens 8.1.2

kan die karakteristieke funksie van oM geskrywe word
3 _nl-itp(n-r)
¢ y(t) = ElI-R|

\I-PIn/zzsz(n/2>KEFq(n/2,K>rq<(n—r)(l-zitp)/z)/

(Ty((n-1)/2)T ((n-r)(1-2itp)/2 +1/2,k))IC,(P)/k! .

Die term tussen vierkante hakies is van die vorm 2.3.7 net
x = (n-r)/2, vy o= (1-3)/2 en Yy = r/?2 +Kj. Die stelling
volg dus na analogie van stelling 2.3.6.

Indien P van rang s<q is, kan hierdie asimptotiese ver-
delings sonder meer omskrywe word, maar indien s=1, d.i.
die lineére geval, vereenvoudig die verdelings heeclwat.

'n Ortogonale matriks C kan gevind word sodanig dat

CpC! =< pl2 O)
‘o 0

waar/ ...
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waar p12 die enigste wortel van P is. Die volgende aflei-
dings kan nou uit die twee stellings gemaak word.:

Afleiding 8.2.1

Indien P van rang een is, kan die asimptotiese verde-

ling van iI—R‘ geskrywe word

. | _ 2 2
8.2.4 P(-alogl|I-R| ¢ z) = ZkP(xfkiz)P(k) + Zk(P(xfk+2iz)~

P(x%kiz))wlkP(k) + 0(n-r)

waar P(k) = (1-py )% 2(0/2) 0%, w1, =(-1/0) ((1-prr/(n-r) )k +

(kz—k)/(n-r)) en ‘die ander parameters gegee word in stelling
8.202.
Afleiding 8.2.2

Indien P van rang een is, kan die asimptotiese verde~

ling van \Rl geskrywe word

8.2.5 P(-aloglrl ¢ z) = P(x%z) + 0(r %)
waar a = r + 2d/q + (n-r-q-1)/2, f = (n-r)q en d = (l—plz)"le
2
Fy n/2.
Bewys.
Uit stelling 8.2.1 volg dat
2
Wy = (~1/20)((n-r)(na-rq-q“+4k-q)/4r + (1-p)f).
Laat wq 4=0 (d enige heelgetal) en los op vir p, d.i.
8.2.6 p =1+ 2d/rq + (n-r-q-1)/2r.
®) word nou
8.2.7 wyy = (d-k)/ro = (d=k)/a, a=rp.
Die tweede term in 8.2.1 kan derhalwe geskrywe word

8.2.8 (1-p, )V 2(2(x2, c2)-P(x%2))5, (n/2) 0, 0, K/t

2)n/2

= (P(x5,p<2)-P(x5¢2))(d = (1-p )5 x(n/2), 0,25 /k1) /a.

Maar Zkk(n/Z)kplgk/kl
= (n/2) 012(1—012)"1( 1—012)—n/2

en/ ...
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en dus kan die term 8.2.8 nul gemaak word deur
2 2,-1
d = npy(1-p;7)77/2
te neem. Dit bewys die¢ afleiding.

Stelling 8.2.3

s

. . . 2 . .
Die verdelingsfunksie van ry s die kwadraat van die
grootste kanoniese korrelasie koéffisiént, word gedefiniecer

as

8.2.9 £(x;%) = I (n/2)T ((a+1)/2)/(T((n=r)/2)T ((r+a+1)/2))

2 2(rq/? -
|1-p| %/ 2 BT 5T Zégy 571 (ra/2 +,+3-1)(1q/2 +k+3)

(1/2)(0/2)(£/2)5((r-1ra+1)/2) 10, (P)Cs(1 )/

((£/2)5((r+a+1)/2)5C, (I )k15L), Ocr; .

Bewys.

laat z; ; = ri2/r12, i=1,--,q-1,

Z = diag(zl,——,zqnl)

VAR diag(l,zl,~—,zq_l).
3(o>r,%,2) = 029D al = 1 ®z), o () = ry 20 1]
0gn(2), |T-a(m-am)/2 5,2 5(@n+r41)/2) 105(x, °2").

Die voorskrif van die gesamentlike verdelingsfunksie van Ty

en Z is
2
8.2.10 £(r,%,2) = w1 /2r_(n/2)/(T (a/2)T (x/2)T(((n-r)/2))

\I-P\n/2 2(rq/2 —1)‘Zl(r~q—1)/2‘l_zl
aq—l(Z)ZkZYZ ZJ(n/2) n/2)¥((q n+r+1)/2)J

2 2.+ .
Cu(P)Cy(r;7Z)C5 (1, Z )/((r/Z)KCK(Ip)kLJL).
Integreer na Z deur gebruik te maak van 2.4.11 en die stelling

volg.
Uit 8.2.9 volg derhalwe

8.2.11/ ...
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2

2 zZ 2
8.2.11 P(r)“ ¢ 2z) = [§ £f(r;%)dr;

Tq(n/2)Tq((q+l)/2)/(Tq((n-r)/2)Tq((r+q+l)/2))

\I—P|n/22 ZpT i3 T ,73/2 TR+ n/2),(n/2),(r/2),

k*K 68F ,J2

((g-n+r+l /2 P)C 5 / (r/2 (r+q+1) /2

t 4
CK(Iq)k,J,).
In die besonder as P van rang een is, d.i. die linere geval

8.2.12 F(r,° ¢ z) =T o(n/2)T ((q+l)/2)/(lq r)/2)T ((r+3+1)/2))

(1-p, )n/zz L.%.% 279/ +k+J(n/z (n/2),(r/2)g

k*3%J 6gF JZ

((q~n+r+l)/2)in2kcé q Y/((r/2) (r+q+l /2

q
Stel hierin g=1, dan

2 2\n/2
8.2,13 P(ry” < z) = T(n/2)/(T((n-r)/2)T((r+2)/2)) ) (1-p;°)

557 2 i 0/2), (0/2), (x/2),, ((2-mer) /2)

0, %5 /((x/2), ((r+2)/2),, k131).

Dit is die nie-sentrale verdeling van die kwadraat van die be-
kende meervoudige korrclasie koéffisiént (sien Anderson (1958),

bls. 95).

8.3 Komplekse geval.

Stelling 8.3.1

Die asimptotiese verdeling van |R| word gegee deur

8.3.1 P(-aloglRl ¢ 2) = P(x5cz) + |1-PI™(B(x2, ,¢2)-P(x52))

I, Iy [n] 7913 V(P)/k + 0(r~ )
waar a = 2rp, f = 2(n-r)q, p =1 + (n-r-q)/2r en

wyy = (=1/20)(a(n-r)(n-r-q)/r + 2k(n-r)/r + (1-p)f).

Bewys/ ...
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Bewys.
Volgens 8.1.4 kan die karakteristieke funksie van oM,

M= —2log|R§r, geskrywe word

8.3.2 -¢pM(t) = |I-P\nzsz[n]K[fq(n,K)fq(r(l-zitp),K)/(Tq(r,K)

Fq(r(1-2itp)+n-r,K))]EK(P)/kL.
Die term tusseh vierkante hakies is van dié vorm 2.3.,7 met
X =T, Vj = l—_~j+Kj en Yj = n-r. Die stelling volg dus na
analogie van steiling 5.3.3.

- Afleiding 8.3.1

Indien die rang van P een is, word die asimptotiese

verdeling van |R| gegec deur
2 -2
8.3.3 P(-alogl|Rr| ¢ z) = P(xfgz) + 0(r )

waar a = 2r + n - r - q + 2d/q, f = 2an—r) en d = plz(l—plz)-ln.

Bewys.,

Indien P van rang een is, bestaan 'n unit@re matriks N

sodanig dat

= 2
NPN! :<pl O>.

0 0

Die tweede term in 8.3.1 kan derhalwe geskrywe word
. 2w, 2 7 ok
(1-p) ") (Plxe, p<2)=P(x(<2) )2y (n) Wy, 00 7 /KL
Laat wldzo (d enige heelgetal) en los op vir p, d.i.
p=1+ (n-r-q)/2r + a/rq.
@y word nou |
Wiy = 2(n-r)(d-k)/a, a = 2pr.
Bostaande term is dus nul indien
B 2 2\~1
d = npl (l"pl )
en dus die afleiding.

Stelling 8.3,2

Die asimptotiese verdeling van lI—R‘ word gegee deur

8.3.4/ ..3
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8.3.4 P(-alog|I-R| < z) = ‘I-PankZKP(xgkiz)[n]KEk(P)/kl +

\I—P|nZkZK(P(x§k+2iz)—P(x§kiz))[n]lekEk(P)/k!

+ O(n~r)"2,v
.' waar a = 2(n~r)p, p = 1 + (r-q)/2(n-r), f. = 2(ra+k) en
9y = (-1/0)((1=per/(n=r))k + (3%,%-28 K, 3+%)/(n-r).

Bewys.

Volgens 8.1.5 kan die karakteristieke funksié'van oM,

M = -2log|I-R|™ T, geskrywe word

O gy ) = 11-P1"2, 2 [T (n, )T (0-r)(1-210)) /(T (ne1)

T, ((n-1)(1-2itp)+r,¥)) Cp(P)/kt.

- Hierdie voorskrif is egter soortgelyk as di€ gegec in stel-
ling 5.3.4 en derhalwe die stelling.

Afleiding 8.3%.2

Indien P van rang een is, word die asimptotiese verde-
ling van \I—R\ gegee deur

8.3.5 P(-aloglI-R| < 2) = £, P(x5 <2)B(k) + £, (P(x2

<z)-
K k+2 _

P(x%kiz))wlkP(k) + O(n—r)-2

Waar o), = (-1/0)((1=-ptr/(n-1))k + (k2—k)/(n—r)),

P(k) = (l—pl2)n(n)kpl2/k£ven die ander parameters gegee is
in stelling 8.3.2.
Bewys. |

Hierdic afleiding volg sondermeer uit stelling 8.3.2.

stelling 8.3.3

. W . 2 . .
Die vercdelingsfunksie van Ty, die grootste kanoniese

korrelasie ko¢ffisiént gekwadreer, word gegee deur

8.3.6/ ...
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8.5.6 £(r)°) = T (n)F (a)/(Fy(r)T (rea)) |1- p|7y

rlz(rQ+k+j_l)[n]K[n]K[rléfr—n+q]J

EIMESIRACIIIFIDE 0cr 1.

Bewys.

5
xr” it ats8r, g
P)C (I )/

Die bewys volg dieselfde patroon as die van stelling

8.2.3 met in agneming van die integraal 5.4.4.
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SUMMARY,

NON-CENTRAL MULTIVARIATE BETA DISTRIBUTIONS,

Let.the random matrices 4 and B be two independent Wishart
variates. Tet T = (4+B)"L/2a(a+B)L/2 ana v = 51/ %51/2,

This study concerns the non-~-central distributions of L and v,
called the non-central multivariate beta distributions of the
first and second kind respectively. A and B are first consi-
dered as real variables and then as complex variables,

The first chapter gives an introduction and some properties
of hypergeometric fﬁnctions of matrix argument and of the Wishart
distribution. ‘

In chapter Ii the.distribution of L is derived. Asympto-
tic distributions for lLl and 1I-L| are given and the exact dis-
tribution of the largest root of L is defined. The moments of
trL and tr(I-L) are also derived. It is shown that the distri-
bution of L can be written as the product of independent beta
distributions of the first kind.

In chapter III the distribution.of V is derived. Exact
distributions for trV and trV™ T are defined and it is shown that
the distribution of V can be written as the product of indepen-
dent bcta distributions of ﬁhe:second kind. |

The non-central multivériate dirichlet distributioﬁs of the
first and second kind are derived in chapter IV. An aSymptotic
distribution for_TTj\le is given and the exact distribution
of thrvj is derived.

In chapters V throuch VII the éame is done as in the pre-
vious chapters, but in the complex case.

In chapter VIII certain aspects of the generalised multiple
correlatidn matrix R are considered. The non-central distri-

bution of the largest root of R is defined and asymptotic dis-

tributions for lRl and |I—R| are derived,
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